BODE-diagram szerkesztés

Egy linearis tulajdonsagu szabalyozando szakasz (process) dinamikus viselkedése egyértelmi
kapcsolatban all a rendszer szinuszos jelekre adott valaszaval, vagyis a G(jo) frekvencia-
atviteli fiiggvénnyel egyértelmiien jellemezhetd. Még jelenleg is széles korben alkalmazzak a
szabalyozok tervezése soran a frekvencia-tartomanybeli modszereket. Bar a jellemzo
diagramokat manapsag mar szinte kizardlag szamitogéppel rajzoltatjdk meg, mégis
elengedhetetlen a diagramok szerkesztési 1épéseinek ismerete.

A frekvencia-atviteli fliggvény abrazolasara kiilonféle modszerek terjedtek el: BODE,
NYQUIST, stb. diagramok. Ezek koziil a BODE-diagramok szerkesztését mutatjuk be.

Egy komplex szamot (fiiggvényt) abszolut értékével és fazisszogével jellemezhetiink. Ezért
kézenfekvd a komplex G(jm) =|G(jw)e’ frekvencia-dtviteli fiiggvény abszolut értékét és
fazisszogét kiilon diagramokban, a korfrekvencia fliggvényében abrazolni:

G(jo) > {A(w) =|G(jo)|
o(w)

Ennek megfeleléen két diagram szolgdl a G(jo) frekvencia atviteli fliggvény teljes
informaciotartalmanak abrazolasara:

1. Logaritmikus 1éptékli amplitado nagyitas vs. korfrekvencia diagram:

2010g/G (jo)| = f (logw)
%/—J
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Az amplitido-nagyitasi fliiggvényt (a kimend jel és a gerjesztd jel amplitidojanak aranyat)
logaritmikus 1éptékben (decibelben) abrazoljuk a gerjeszté jel logaritmikus 1éptékben mért
korfrekvenciajanak fliggvényében.

Megjegyzés: az amplitido-arany decibelben (dB) mérve megallapodas szerint = az amplitud6-arany
logaritmusénak husszorosaval: A% =20logA . Szigorian véve csak két azonos dimenzidju mennyiség
aranyanak kifejezésére alkalmas.

Példaul ha a kimendjel amplitidoja 7V, a gerjeszté jel amplitaddja pedig 10V, akkor az amplitado-

nagyitas ¢ _ 5g)og % -=-3dB

2. Fazistolas-korfrekvencia diagram: ¢ =g(logw)

A fokokban mért fazistolast abrazoljuk a gerjeszté jel logaritmikus Iéptékben mért
korfrekvenciajanak fiiggvényében.

Megjegyzés: a vizszintes tengelyen mért két korfrekvencia (vagy barmely mas fizikai mennyiség)
tizszeres aranyat dekadnak nevezziik, vagyis

Korfrekvencia arany /= o4 @2 .

©,



Példaul 1000 1/s és 10 1/s aranya = 2 dekad, mivel A% — m%’: 2.

Az amplitado6 nagyitas logaritmikus abrazolasa azért elonyos, mivel

a) egy Osszetett (tobb tényez6bdl alld) atviteli fliggvény eredd6 BODE-diagramja az
egyes tényezOk BODE-diagramjainak egyszerli 6sszeadasaval nyerhetd. (A szorzas mivelete
a logaritmus tartomanyban 6sszeadassa modosul - Lasd kozépiskolai matematika)

B) A logaritmikus 1épték nagy, tobb nagysagrendet atfogd tartoméanyok abrazolasat

teszi lehet6vé mind a vizszintes, mind a fiiggéleges tengelyen.
Jellegzetes tényezok és azok fiiggvényei

A G(jo) frekvencia-atviteli fliggvény altalaban tobb tényez6 szorzataként allithatd eld,
melyek koziil a leggyakoribb harom a kovetkez6 alaku:

1) Ko(j—2)", n=0, £1,%2, stb.
0y

2) (jmﬂu)ﬂ

t

+1
3) {(j—m)2 +2Dj—(D +1}
o ®

t t
Nézziik az egyes tipusok tulajdonsagait és jellemz0 diagramjait.

1. tipusu tényezé G(jo)=K, (jo)"

Mivel ,,n” csak egész szam lehet, ezért a kifejezés vagy tisztan valds (n= paros), vagy tisztan

képzetes (n=paratlan). Ennek megfeleléen
A) =|Ko (jo)"

= Ko(‘”)n

Mindkét oldal logaritmusat véve és 20-szal szorozva

20logA =20logK, +20nlogw
%/_/
AdB
Ez a kifejezés egy egyenes egyenlete az AdB-logu) koordinatarendszerben:

A% =20nlogw + 20logK
—_— —

y m X b

Az egyenes meredeksége (20n) dB/dekad, vagyis lehet 0 dB/dekad (vizszintes), +20
dB/dekad, +40 dB/dekad, stb. Az egyenes abrazolasdhoz célszerli elészor az egyenes egy
kitiintetett pontjat abrazolni, célszeriien az =1 rad/s abszcisszaju pontot, mivel ennek

oordinitdja az A% =20logK, dsszefliggéssel egyszeriien szamithato.

A fazistolast illetéen a kovetkezé megallapitast tehetjiik:
Ha n=0, akkor G(jo)=Ky, valds szam fazistolasa ¢=0



Ha n=1, akkor G(jo)=jKoo, tisztan képzetes szam, aminek fazistolasa ¢=90°

Ha n=2, akkor G(jo)=-Kow?, negativ valos szam (ellenfazis), fazistolasa ¢p=180°
Ha n=3, akkor G(jo)=-jKow»>, negativ képzetes szam, fazistolasa ¢p=270°.

stb.

Altalanositva: tetszoleges ,,n” kitevore a fazistolas g=n90°

Példa
Legyen G(jo)=1000jo)*. Rajzoljuk meg az amplitidd nagyitasi fiiggvényt, valamint a
fazistolast!

Az egyenes egy pontja P(1 rad/s, 60 dB), ugyanis w=1 rad/s korfrekvencian az erdsités
A%=2010g1000=60 dB. A kifejezés kitevéje n=+2, ennck megfelelden az egyenes
meredeksége +2-20=+40 dB/dekad.
A fazistolas ¢=n*90°=2*90°=180°.

Az amplitidé nagyitasi fiiggvény a fels¢ abran lathato, alatta a fazistoldst abrazoltuk a
gerjesztés korfrekvencidjanak fiiggvényében.
AdB
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2. tipusu tényezd G(jo) = (j2 +1)*, tarolods, elsérendi tag.
@4

+1
Az amplitido-nagyitas A(o) =( (22 +12J

O



A BODE-diagramok szerkesztése faradsagos munkaval jar, ezért szokas azokat érintéikkel
kozeliteni, nem csokkentve jelentdsen a diagramok informdacidtartalmat.

a) Kis (o << o, ) gerjesztd frekvencidkra a gyok alatti mennyiség elsé tagja az 1 mellett
elhanyagolhat6, igy A(w) ~1

Logaritmalas utan a bal oldali (kisfrekvencias) aszimptota egyenlete:
20logA=20logl=0 (Vizszintes koordinatatengely egyenlete)
%/_J
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b) Nagy (o >>w,) gerjesztd frekvenciadkra az 1 elhanyagolhat6 a masik tag mellett, igy

+1
A(o) ~ (mﬂj

Logaritmalas és 20-szal valo szorzas utan a jobboldali aszimptota egyenlete:

20logA =+ 20logo ¥ 20logw, (+20 dB/dekad meredeksegii ferde egyenes egyenlete)
AlB m X T

Erinték metszéspontja
Az aszimptotak megrajzolasat megkonnyiti azok metszéspontjanak ismerete. A két aszimptota
metszéspontja a kovetkezd egyenletrendszerbdl kaphato:

A® =0
A%® = +20logw F 20log mt}

Innen o= adodik. Most mar fontos jelentést tulajdonithatunk a kifejezésben wi-vel jelolt
mennyiségnek. Az o jelentése: torésponti korfrekvencia. Ennél a korfrekvencianal valtozik
az érint6k meredeksége.

Amennyiben a kitevd n=1, a jobboldali aszimptota meredeksége +20 dB/dekad értékkel
véltozik a baloldali aszimptota meredekségéhez képest (feliilatereszto jelleg).

Amennyiben a kitevd n= -1, a jobboldali aszimptota meredeksége -20 dB/dekad értékkel
valtozik a baloldali aszimptota meredekségéhez képest (alulateresztd jelleg).

Kozelités hibdja
Most nézziik meg, hogy mekkora maximalis hibat kovetiink el, ha az amplitid6 nagyitasi
fiiggvényt az érintdivel helyettesitjik! Az amplitidé nagyitds pontos értéke a tdrésponti

korfrekvencian
+1
A(w=wt)={,/(&)2+f] -(v2)"
Oy
Decibelben mérve

A%®(®=wm,)=20log2*** =+10log2=+3 dB



A kisfrekvencias erdsitéshez képest (0 dB) a toréspontban ténylegesen + 3 dB er6sités van (az
eléjel a kitevd eldjelével egyezik meg), ezért az érintokkel valéo kozelités hibaja a
toréspontban + 3 dB.

A fazistolas kis frekvencian (0<<w;) ¢=0°, mivel G(jo)~=1, valds szam.
A nagyfrekvencias fazistolas (0>>w;) @=+ 90°, mivel G(jo)=(jo/o)*", képzetes szam.

Példa
) : 100 SRR , .
Hatarozzuk meg a G(jo) =————— frekvencia-atviteli fiiggvény (alulateresztd
2jo+100
jellegii tag) aszimptotait!

El6szor hozzuk ismert (kanonikus) alakra a kifejezést:
m =-20dB/dekéad

. 100 . ) 2id i
=190 1002jw+100)" =100100(2L 1 1) = (2 + 152
1) = s 100 ~ H00(2)0+100) 100G 5+ (@

Oy

Az atalakitott formulabol kiolvashatjuk a térésponti korfrekvencia értékét: m=50 1/s.
A kifejezés kitevéje n= -1, ezért a jobboldali érinté meredeksége (-1)*20 dB/dekad, az
egyenes lefelé lejt.

Az é4bran jol latszik a tényleges (kék) gorbe €s az érintékkel helyettesitett (piros) gérbe
maximalis eltérése a toréspontban (3 dB). Az érintdk a torésponttol tdvol nagyon jol
kozelitik a gorbét.

A fazisgorbét érintdivel helyettesitve 90 fokos fazisugras a torésponti frekvencian
kovetkezik be. A valdsagban a fazisvaltozas nem élesen, hanem folyamatosan torténik
(kék gorbe). A torésponttol tavol a kozelités jo.
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3. tipust tényezé G(jw)= {(jﬂ)2 +2Dj 2 +1} , méasodrendd tag.
Oy O
a) Kis frekvencian (o0<<wi)az amplitado nagyitasi fliggvény A(w)~1, vagyis AdB(m)ZO.

+2
b) Nagy frekvencian (0>>wm; és ©>>2Dwy) az amplitido nagyitasi fliggvény A(w) z[ﬂJ ,

t
vagyis A% () ~+40logo ¥ 40logw, .
Az érint6k metszéspontja most is ®= ;.
A legnagyobb eltérés a torésponti frekvencian van, értéke a kovetkezo:

+1

2 2

A=0)= |1-2L) +(@2D2)? =2D*,
Oy 0y
%/_J

0

2
A fazistolas nagy frekvencian, mivel G(jo) = (——;) ! nagy negativ valés szam, a kovetkezd
O‘)t
Osszefiiggéssel szamithato:

2
®

2

¢ = arctg S)‘ =n180°




Példa
25

Rajzoljuk meg a G(jo) = (j0)7 + 3(jo) + 25

frekvencia-atviteli fliggvény érintékkel kozelitett

BODE-diagramjait!

Alakitsuk at a kifejezést kanonikus alakra:

25 25

_ :{[J‘_@J j_wjﬂy
(joo)* +3(jo) + 25 25{@)13(1?}1} 5) 8ls5)

G(jo) =

Az atalakitott kifejezésbdl az alabbi informacidkaz olvashatjuk ki:

A torésponti korfrekvencia o=>5 rad/s.

A csillapitas D=0,3—tSrésponti erdsités-eltérés (2D) *=1,66, decibelben +4,4 dB.
A kitevé n=-1, a jobboldali érinté 20-2n= -40 dB/dekad meredekségii.

A fazistolas a torésponti korfrekvencianal 2n90=-180 fokkal valtozik.
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MATLAB programmal a NEW, m-file menii valasztasa utan irjuk be a kovetkezo
utasitasokat:




num=[25];
den=[1 3 25];
bode (num, den)

Bode Diagram
20¢ Tt e
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Megjegyzés

Masodrendiinek latszo tagnal ellendrizni kell, hogy az nem bonthato-e fel két elsérendii tag
szorzatara. Példaul (sz+3s+2) nem masodrendii tag, hanem (s+1)(s+2) két elsérendli tag
szorzata (D>1)!

Példa osszetett frekvencia-atviteli fiiggvény abrazolasara

100000 (joo+02)

Abrézoljuk érintéivel a G(jm) = —
Jo (jo)°+5jo+400

frekvencia-atviteli fliggvényt!

Atalakitva a kifejezést ismert tipust tényez6k szorzatara:

_ 01()% 11
100000 . (jo+02) B 100000 ' 01

o (jo)’ +5j0+400 o i)’ -
o (o) +3) . 400{(12"(;) +o,25(‘°°)+1]

20
= 25(jo) ™ (g +1)+1ﬂj_(oj + 0,25[1.—0)} + 1}

G(jo) =

, 20 20

3.tipus

1.tipus

2.tipus



Az abrazolas soran a kovetkezd sorrendet célszerti kdvetni:
1) Ha van Ky(jo)" tipusti tényez6, akkor annak abrazoldsaval kezdjiik a szerkesztést, mivel az

ilyen tényez6bol szarmazik a gorbe bal oldali érintdje.
Az érintének célszerlien azt a P pontjat hatarozzuk meg, melynek abszcisszaja m=1 rad/s. Itt

az erdsités A,| , =|25(jo) =25 ami decibelben A,"*(w=1) = 20log 25 = 28dB
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Az egyenes meredeksége annyiszor 20 dB/dekad, amennyi (jo) kitevdje. Jelen esetben n= -1,
tehat az egyenes meredeksége -20 dB/dekad.

AdB
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2) Azzal a tényezOvel folytatjuk a szerkesztést, melynek torésponti korfrekvencidja a

legkisebb. Jelen esetben ez a (g +1)" tényezé, melynek torésponti korfrekvenciaja

o, =01rad/s. Mivel ez a tényezd elsérendl és kitevoje n=+1, ezért a téréspont utan az
érintd meredeksége n20= +20 dB/dekad értékkel valtozik a téréspont eldtti értekhez képest. A

toréspont eldtt a meredekség -20 dB/dekad volt, igy a toréspont utan -20 dB/dekad+20
db/dekad=0 dB/dekad lesz.



AdB
A
m=120 dB/ dekad

60 - m= 0 dB/ dekad
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3) A kovetkezd tényezd az, melynek torésponti korfrekvencidja soron kovetkezik. A

. 2 . -1
KJZ—(SJ +0,5(12—(8)+1} masodrendii tényezd torésponti korfrekvencidja ., =20 rad/s,

kitevdje n=-1. Ebben a toréspontban az érintd meredeksége a toréspont eldtti 0 dB/dekad
értékhez képest 2n20 dB/dekad értékkel, tehat -40 dB/dekad értékkel valtozik.

AdB
A ,
m=-20 dB/ dekad

60 m= 0 dB/ dekéd
40 | A

m=-40 dB/ dekad
20 —

lgo
0 I I | | >
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Végezetiil a kozelit gorbét is berajzoljuk az abraba. Az erésités eltérés az elsé mp=0,1 rad/s
torésponti korfrekvencian 3 dB (elsérendl tag, eltérés az érintékon beliil talalhatd), mig a
masodik mp=20 rad/s toréspontban (2D)"=0,25"=4, ami decibelben 20log4=12 dB (tillovés
az érint6kon kiviil talalhato).
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Ellenérzésiil Matlab programmal is megrajzoltatjuk a BODE-diagramokat. A frekvencia-
atviteli fliggvény szdmlaldjanak (numerator=szamlalo) és nevezdjének (denominator=nevezo)
megadasa utan a bode(szamlalo,nevezd) utasitassal megkapjuk a BODE-diagramokat. A
program az alabbi m-file begépelésébal all:

num=[100000 10000]; % szamlalo jo csdkkend hatvanyai szerint rendezett egylitthatoi
den=[1 5 400 0]; % nevezd jo csokkend hatvanyai szerint rendezett egylitthatoi
bode (num, den)

title (‘Bode Diagram’) 9% adiagram cime



Bode Diagram
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A kézzel szerkesztett, valamint a szamitogéppel rajzoltatott BODE-diagramok tokéletes
egyezést mutatnak.

A BODE-diagramok toevabbi tulajdonsagai
Erosités valtoztatasa

Vizsgaljuk meg, hogy miként modosulnak egy G,(jm)alakt frekvencia-atviteli fiiggvény
BODE-diagramjai, ha a fiiggvényt A skalar egyiitthatoval megszorozzuk

a) Eloszor vizsgaljuk az A(w)=AA,(®)amplitidd nagyitast. Vegyilk mindkét oldal

logaritmuséanak husszorosat:

20log A(®) =20log A + 20log A, ()
| |

A% () ALE ()

Megallapithatjuk, hogy az 0j amplitadé nagyitasi fliggvény csupan egy 20logh konstansban
tér el az eredeti AS® () amplitido nagyitasi fiiggvénytol.

Egy A konstanssal valé szorzas az eredeti BODE-diagramot fiiggéleges iranyban tolja el
20log) értékkel.

Ha A>1, akkor az eredeti BODE-diagram felfelé, ha A<1, akkor lefelé tolodik el.
b) Most vizsgéljuk meg, hogy a A konstanssal vald szorzasnak van-e hatésa a fazistolasra?

A fazistolas a komplex Go(jo) fiiggvény komplex Ny(jo) szamlaldjanak és komplex Dg(jo)
nevezdjének fazistolasaval kifejezve



Po (@) = Qo (@) — P (w)

Tudjuk, hogy a AN, (jo) mivelet az No(jo) komplex szamnak mind a valés, mind a képzetes
részét ugyanolyan aranyban nyujtja meg, hiszen

AN, (jo) = MRe N, (jo) + 1M N, (jo))

Kovetkezésképpen a valos szdmot abrazold vektornak csak a hossza valtozik, a szoge nem.
Az elmondottakbol kovetkezik, hogy

Egy A konstanssal valé szorzasnak a fazisviszonyokra nincs hatasa.

Tavoli toréspontokra érintékkel valod kozelités jo

ml=tf ([100000 10000],[1 5 400 0]);
m2=tf£ (10*[100000 10000],[1 5 400 01):;
m3=tf (100*[100000 10000],[1 5 400 0]);
bode (ml,m2,m3)

Bode Diagram
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