Fourier-sor

Periodikus fiiggvények trigonometrikus sorba fejthetok. A sor tartalmazhat konstans tagot, amire az
®, =2m/T alapharmonikus kérfrekvencidjanak egészszamu tobbszorosével oszcillalo, kiilonbozd

amplituddjd szinuszos és koszinuszos tagok szuperponalodnak.
f(t) =a, +(a, cos w,t +a, cos 2wt +a, cos 3wt +...)+ (b, sin w,t + b, sin 2m,t +a, sin 3ot +...)
Rovidebben irva
f(t) =a,+ > a, cos(neyt) + Y_b, sin(na,t)
n=1 n=1

Az egyes egylitthatok az
1 T

a, =— | f(t)dt

o=7]f0

2 T

8, == { f (t) cos(no,t)dt
2 T

b, == ! f (t) sin( noo, t)dt

Megjegyzések:

A Fourier-sorral szakadasos fliggvények (pl. PWM jel) is folytonos fluiggvényekkel adhaték meg. Ez
azzal az eldnnyel jar, hogy egy hosszi periodikus jel értékét tetszdleges iddpillanatban egyszert,
folytonos dsszefliggéssel hatarozhatjuk meg.

Ha a fliggvény paros, akkor a sor b, egytitthatoi mind zérusok, illetve ha a fiiggvény paratlan, akkor a
sor a, egylitthatdi zérusok. Ezért ha lehetséges, a fliggvényt ugy kell eltolni a koordinatarendszerben,
hogy az vagy paros, vagy paratlan legyen.

Az egyiitthatok szamitasanal az integralasi hatarok tetsz6legesen valaszthatok (0 és T; -T/2 és T/2, stb)
a lényeg, hogy legfeljebb egy teljes T periddus legyen az integralas hatarainak killénbsége. Amennyiben
a fuggvény a periéduson bellll zérus szakaszokkal is rendelkezik, az integralasi hatarok tovéabb
csokkenthetok.

Az eddig elmondottak id6fiiggvényekre vonatkoztak, de a t valtozo helyett bArmely més fizikai valtozo
is elképzelhetd.

PELDA

Gyakori periodikus jel a ,k” kit6ltési tényez6jii, allandé amplitidéju négyszdogjel sorozat (PWM).
Hatarozzuk meg a jel Fourier-soranak egyutthatoit egységnyi amplitid6 és k=0,3 kit6ltési tényezo
esetén.

A jel kdzépértéke
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A koszinuszos tagok egyditthatdi
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a, _2 jl-cos(nu)ot)dt =E-L[sin(nﬁt} ’ =£Sin(nkﬂ)
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Kiilonb6z6 n-értékekre és k=0,3 kitoltési tényezdre a felharmonikusok egyiitthatoi

a,=0,515 a;=0,302 a,=0,065 as=-0,093 as=-0,127.
A négyszogjel-sorozat Fourier sora 100 Hz frekvencia (T=0,01 s periédusid6) esetén

f(t) = 0,3+ 0,515 cos(628t) + 0,302 cos(1256 t) + 0,065 cos(1884 ) — 0,093 cos(2512t) — 0,127 cos(31401)....

A jel Fourier-sora lathat6 az abran 3, illetve 6 taggal kozelitve.
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Altalaban a felharmonikusok amplitadoi csokkennek, ezért a sorozat elsé néhany tagjanak figyelembe
vétele mar kielégité pontossagi eredményt ad. Ugyanakkor éles atmenetli fiiggvényeknél (mint a
példaban bemutatott PWM jelnél is), magasabb sorszamu felharmonikusokat is figyelembe kell venni.



Szokésos a felharmonikusok egyiitthatinak ¢, = ,/a’ + b’ abszolut értékét abrazolni a kérfrekvencia

fliggvényében, ami a jel frekvencia spektruma. Frekvencia Osszetevok csak diszkrét értékeken, az
alapharmonikus frekvencia tébbszdérdsein vannak jelen, ezért a frekvencia spektrum ,,vonalas”.
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Gyakori periodikus gerjesztd jel az egyutasan egyeniranyitott harmonikus (szinusz vagy koszinusz)
fuggvény. Feladat a fliggvény Fourier-soranak maghatarozasa.

Célszeriiségi okokbol a jel amplitadojat valasszuk egységnyinek. Azért, hogy a jelet paros fuiggvénykeént
tekinthesstk, toljuk el a koordinatarendszerben. Vegyik észre, hogy a —T/2 és +T/2 peridédus hatarok az
integralas soran tovabb csokkenthet6k —T/4 és +T/4 értékekre, mivel csak ebben a tartomanyban
kilonbdzik a fliggvény zérustol.

A jel kbzépértéke:
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a, :l .[cos(ﬁt)dt :l-l{sin(@t)} ) :1
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Az alapharmonikus jeldsszetevé egyltthatoja a koszinusz-négyzet fuggveny integralasaval

T T 2n o 2n, |
4 41+cos(2-—t) sin2.-—t
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A felharmonikusok egyiitthatéit a kbzépiskolaban tanult
Cos - COSp = cos(a+ ) er cos(o. — )
trigonometrikus azonossag segitségével szamitjuk:
2 y 2n 2n 2 S GLURE FIPRNCLURE Y
a, =— Jcos(—t)-cos(n-—t)dt:—j T T dt =
T T T T 2
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Kiilonboz6 n-értékekre az egyditthatok rendre a kovetkezok:

2 2 2
a,=— a,=0 a,=—— a.=0 a,=—  ......
2 s * 15p ° ® 35x



A fliggveny Fourier-sora tehat

f(t) zl+l-COS(Et)+£'COS(Z-E'[)—L-COS(4-Et)+iCOS(6-Et) ......
T 2 T 3n T 157 T 35n T
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Példakeént tekintsiik egy AC/DC atalakito miikodését. Hatdrozzuk meg az egyutasan egyeniranyitott AC
fesziiltség RC taggal valo simitasa utan kialakul6 allandosult kimend fesziiltséget!

A 12V cstcsértéki és 50 Hz frekvenciaju egyutasan egyeniranyitott jel Fourier-sora az elézéekben
levezetett dsszefliggést felhasznalva
1 1 2 2
u,(t) =12| —+=-cos(314t) + — - cos(628t) — ——-cos(942t) +... | =
T 2 3n 15n

=3,82 +6c0s(3141) + 2,54 cos(628t) — 0,51 cos(942t) +...

Ezt a jelet mikodtessiik az R=10 kQ és C=2 pF értékii elemekbdl allo kapcsolasra. A tag atviteli
fliggvénye

1 1 ___r ¢(w) = —arctg0,02w

= A(o
RCwj+1 1+0,02wj (©) /1+(07020))2

A szamitast a szuperpozicié elve alapjan, tablazatosan végezziik. Meghatarozzuk az egyes bemendjel
komponensekre adott valaszokat a frekvencia modszerrel, majd végul ezeket sszegezziik:

Y(jo) =

Ug (1) = ZA(n(DO)Obn cos(nNa,t+¢,)

n=0 a,
n ® =N, Uyp A(nw,) 0, =Aw,)0,, 0, (®)
0 0 3,82 1 3,82 0
1 314 6 0,157 0,94 -1,41
2 628 2,54 0,079 0,20 -1,49
3 942 -0,51 0,053 -0,027 -1,51

A kimeno fesziiltség:

u(t) =3,82+0,94 cos(314t—1,41) + 0,2 cos(628t —1,49) — 0,027 cos(942t —1,51) +.....
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Az abran a bemeno (kék) és a kimend (piros) fesziiltséget abrazoltuk.
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Dugattyus szivattyl folyadékszallitdisa nagyon hasonlé az egyutasan egyenirdnyitott valtakozo
feszultséghez. A folyadékszallitas egyenletesebbé tételére tartalyt (vagy légiistot) hasznalnak.

Hatarozzuk meg a Qmax=0,002 m¥s folyadékszallitasli, »=160 rad/s szogsebességli szivattyl
térfogataramat simitas utan, ha a tartaly alaptertilete A=0,0003 m?, a kifolyocs6 hidraulikai ellenalldsa
Rn=4-10° kg/sm*

A simitd tartalyba befoly6 térfogataram (felhasznalva az el6z6 példdban meghatarozott egyitthatokat):
11 2 2
Q,(t) =0,002| — + =-cos(160t) + — - cos(320t) ——— - cos(480t) +... | =
T 2 3n 157
=0,00063 + 0,001 cos(1601t) + 0,00042 cos(320t) —0,00008 cos(480t) +... (m*/s)

A simité tag (tartaly) egyenlete:

d(pgh) _ pgh
kA t
— + R, Q, (1)

Frekvencia-atviteli fuggvénye:

Qy(Jw) pg+AR,0j
Amplitidoé nagyitasa A(w) = - Ry =, fazistolasa @(w) =0—arctg AR,
J(p9)* + (AR, 0)

A szamitast tablazatosan végezziik az el6z6 példahoz hasonléan



Tl ooy | Qy (M*/s) | A | Ay =AM®o)Qs | g _pghy | 9n()
n Rh

0 0 0,00063 400 0,252 0,00063 0

1 160 0,001 20,80 0,0208 0,000052 -1,518

2 320 0,00042 10,41 0,0043 0,000010 -1,544

3 480 -0,00008 6,94 -0,0005 -0,000001 -1,553

A térfogataram simitas utan

Q(t) = 0,00063 +0,000052 cos(160t —1,518) +0,00001 cos(320t —1,544) — 0,000001 cos(480t —1,553) +..

A simités hatdsara a térfogataram ingadozasa kevesebb, mint 10 szazalék!
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Vegyuk észre, hogy az egyeniranyitas utani villamos simitas és a szivatty( térfogatdramanak simitasa
teljesen hasonl6 probléma volt, ezért ezek analog rendszereknek tekinthetdk.



