Masodrendii rendszer viselkedése idotartomanyban
A rendszeregyenlet felirasa kanonikus alakban

Az alabbi masodrendii rendszer adatai m=2 kg, c=32 N/m, k=4 Ns/m.
Irjuk fel a rendszeregyenletet és hozzuk kanonikus (szokasos, szabalyos) alakral
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Felirjuk a >_F = ma mozgasegyenletet:
F(t) —cx — kx = mX
Rendezés utan
mX + kx + cx = F(t)
Baloldalon a kimenet és annak derivaltjai, jobb oldalon a gerjesztés van. Kanonikus alak

esetén a masodik derivalt egyiitthatoja egységnyi, a keresett fuiggvény egyiitthatdja o?, az elsé
derivalt egyutthat6ja 2Do.:
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A masodrendii rendszert mechanikus elemekkel mutattuk be, de altalanossagban a két
jellemzéjével adhaté meg: a ,.D” Lehr-csillapitdssal és az o csillapitatlan sajat-
korfrekvenciaval
Igy mechanikus, villamos, hidraulikus rendszereket egységes matematikai apparatussal
vizsgalhatunk.

% +2DoX + a.’x = f(t)

A lineéris differencialegyenlet altalanos megoldasa a homogén és a partikularis megoldéas
0sszege.



A) A homogen differencialegyenlet (gerjesztetlen rendszer) megoldésa idé tartomanyban

Xh +2D(1Xh +(X2Xh :O
A megoldast x, =Ae* alakban keressik. A feltételezett megoldast és derivaltjait a
differencidlegyenletbe helyettesitve:

As?e™ + 2DaAse™ + a’Ae™ =0
Ae*(s? +2Das+a?) =0

.8 értékét a karakterisztikus egyenletbdl hatdrozzuk meg:
s +2Dos+a’ =0

Az egyenletet s-re megoldva
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A homogén differencialegyenlet megoldasa ezzel a két megoldas linearis kombinéacidja:

X, =A™ +A,e*

D értékétdl fiigegden a megoldas néqyfelé dgazik attdl fiiggden, hogy a gyokijel alatt pozitiv,
vagy negativ szam all!

D=0 D>1 0<D<1 D=1

a) D=0 Harmonikus rezgémozgas (Allando amplitiidéju rezgémozgas, kozépiskola)
Az (1) egyenletbél s, , = tjo

A megoldas ezzel.
X, (1) = Ae?* + Aje ™= =Asin at +Bcosat = Ksin(at + ¢) )

Harmonikus rezgés allando K amplitudéval, o korfrekvencidval és ¢ fazisszoggel.

1. Példa

X+16x =0 (D=0) a =4 (1/s)

Kezdeti feltételek: x(0)=1 és x(0) =0 (kezdeti kitérés 1m, kezdOsebesség zérus)
FIGYELEM! Masodrendi differencialegyenlet esetén két kezdeti feltételt kell megadni!

X(t) = Ksin(4t + o)
X(t) = K4cos(4t + ¢)
A t=0-nal 1évo kezdeti feltételekkel



1=Ksing —>K=1
0=4Kcoso — o¢@=m/2

A megoldas

X(t) =1sin(4t +t/ 2) = cos 4t.
b) D>1 Tulcsillapitott rendszer (aperiodikus beallas)

$;, =—DatayvD® -1

Mindkét polus valos. A megoldas ezzel

X, = A 1 A% = Als(fDOHOL\/ﬁ)t 4 Aze(—Da—a\/ﬁ)t 3

Lengés nélkili beéllas (pozicionalo rendszer, voltméré mutatdja, repiil6gép landolasa, stb.)

2. Példa
X+8,8x+16=0
Kezdeti feltételek: x(0)=1 x(0) =0 (kezdeti kitérés 1m, kezdésebesség zérus)

a=4 (1/s) és D=11
—2,57
/

S1, =-DatavD®-1=-4,4+183 =

-6,23
A megoldés ezzel

X, = At + A% = A 25 L A g 02
Az ismeretlen egylitthatokat a kezdeti feltételekbdl hatarozzuk meg.
1=A,+A,

0=A,(-257)+A,(-6,83) Innen A1=1,6 és A,=-0,6

A megoldas

x(t) =1,6e " —0,6e >

c) D<1 Lengéképes rendszer (Beallas csillapodé rezgésekkel)
Az (1) egyenletben a gyokjel alatt negativ mennyiség van, a karakterisztikus egyenlet
megoldasnak ezert képzetes része is lesz:

$,, = Dot jo/1-D?

Uj valtozokat vezetiink be:
Da =8 A rezgés amplitddojanak csokkenését leird exponencialis fiiggvény kitevdje



av1-D? =y A csillapitott rezgések tényleges, mérhet korfrekvenciaja

S12 =—Bxiy
A megoldas ezzel

X(t) = AP L At INt = = Ke ™ sin(yt + o) 4

Ez y korfrekvenciaja, csokkend amplitadoja, ¢ kezd6fazisu rezgés

3. Példa
X+16x+16x=0 (D=0,2 a=4 rad/s)

Kezdeti feltételek: x(0)=1 x(0) =0 (kezdeti kitérés 1m, kezdésebesség zérus)

B=Do =08 1/s

y=ov1-D? =392 1/s

x(t) = Ke P sin(yt + ¢) = Ke %® sin(3,92t + o) (4.b)
K és ¢ értékét a kezdeti feltételekbdl hatarozzuk meg:

1=Ksing
0 = K(-0,8)sin ¢ + K3,92 cos ¢

Innen K=1,02 és ¢=1,369 rad.
A megoldas

x(t) =1,02e 8" sin(3,92t +1,369)

d) D=1 Ezzel a specialis esettel nem foglalkozunk részletesen. A megoldasa
x(t)=Ae ™ +A,te™

Az el6z6 példik megoldasai az abran lathatéak. Erdemes megfigyelni, hogy mindegyik gérbe
vizszintes €rintdvel indul, mivel a kezdd sebesség zérus volt. (dx/dt=0)
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B) Masodrendii gerjesztett rendszer allandosult (partikularis) megoldasa

Csak a bekapcsolastol szamitott hosszabb id6 eltelte utan vizsgaljuk a rendszer viselkedését.
Ilyenkor kezdeti feltételek nem kellenek, mert a tranziens ugyis elhal hosszabb i1d6 utan!
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Szinuszos gerjesztéssel foglalkozunk:
F(t) = Fsin ot
Legyen az erégerjesztés komplex alakban megadva az egyszeriibb szamitas kedvéért:

F(t) = F-el*
Az allandosult kimenetet (partikularis megoldast) fazisaban eltolt szinusz fliggvényként
tételezzik fel:

X(t) = X - el
X(t) = X- (jo)e! @+
%(t) = X - (jo) 2l
Az éllandosult megoldasnak is ki kell elégitenie
X +2DoX + a? = %F(t)

a differencialegyenletet. A differencidlegyenletbe helyettesitve
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Képezzik a frekvencia-atviteli fliggvényt:
Y(jw)=§ei@=i- ! _
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Vezesslk be a gerjeszto és a sajatfrekvencia aranyara az ,,r”” viszonyszamot
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statikus elmozdulast (a rugd hossza ennyivel valtozna, ha a rendszerre F konstans erdvel
hatnank).

Ekkor
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Osszehasonlitva az egyenl8ség két oldalat, az A(w) = |Y(j03| amplitddd nagyités (a kimend

szinuszjel amplitddoja hanyszorosa a bemend szinuszjel amplitaddjanak)

Ar(@) = > = 1 (5)

Xstat \/(1— r?)? +4D?r?

A fazistolas pedig
2Dr
1-r?

¢(r(w)) = —arctg

4. Példa
Legyen a 3. Példa F(t)=10sin20t (N) er6gerjesztéssel.

X +1,6X+16X = 1 -10sin 20t
m

(D=0,2; a=4rad/s; o=20rad/s; F=10 N; m=2kg)
A rug0 statikus hosszvaltozasa:
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A gerjeszt6- és a sajatfrekvencia aranya:



a 4
Az amplitudd-nagyitas:
X 1 1
Alr(w)) =——= = =0,0415
Rea  J1-r?)2 +4D%2  \J(1-52)2+4.0,22 .5
A kimenet amplitudoja:
X =A(0)Xgy =0,0415-0,3125 =0,0129 m
A fazistolas:
o(r(o)) = —arctg 12Dr2 = —arcty 2 022 > _ —3,058 rad
— r' J—
(Vigyézat, vizsgalni kell, hogy a szog melyik siknegyedben van!)
Az allanddsult (partikularis) megoldas ezzel
X, (t) = 0,0129 sin( 20t — 3,058) (6)

Rezonancia

Vizsgaljuk meg, hogy mekkora gerjeszté frekvencianal lenne maximalis az allandosult
kitérés!

Az (5) egyenlet szerinti A(r(w)) amplitddo-nagyitasi fliggvénynek a maximumat keressuk. Ott
van maximum, ahol a nevezd minimalis:

%[(1— r?)2 +4D2r2]: 0

21—r2)(=2r)+8D%r =0 —> r=+1-2D% =+/1-2.0,22 = 0,959
Amennyiben a csillapitas nem zérus, a rezonancia az o sajatfrekvencianal valamivel kisebb o
korfrekvencian kovetkezik be!
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r=omega/alfa

(Emlékezziink, hogy harmonikus rezgémozgasnal rezonancia akkor lépett fel, amikor a
gerjesztés korfrekvenciaja éppen megegyezett a rendszer sajatfrekvenciajaval)

Jelen esetben rezonancia akkor kdvetkezne be, amikor a gerjesztés korfrekvenciaja
o=r-0=0,959-4=3836 rad/s
lenne. Az amplitudé nagyitads maximuma ekkor

A - 1 - 255

J(1-0,9592)? +4-0,2%0,959°
lenne, ami az abran a D=0,2 csillapitasnal jol latszik.

A rezonanciat altaldban keriilni kell, hogy megdévjuk a szerkezetet a til nagy erdktdl és
alakvaltozasoktol.

C) Masodrendii rendszer altalanos megoldasa
A gerjesztés t=0 idopillanatban kezd miikodni, akar zérustol kiilonbozd kezdeti feltételek is
lehetnek, a rendszer valaszat a bekapcsolas pillanatatol kezdve vizsgaljuk.

5. Példa
Legyen adva 3. példa x, =0 és X, = 0kezdeti feltetelekkel és F(t)=10sin20t gerjesztéssel!

Mind a homogén egyenlet megoldasa, mint a partikularis megoldas ismert elézetes
szamitasainkbol:
X;, (t) = Ke 2% sin(3,92t + ) (4.b)
X, (t) = 0,0129 sin( 20t — 3,058) (6)

Az altalanos megoldas a homogén és a partikularis megoldas dsszege:



x(t) = Ke 2% sin(3,92t + ¢) + 0,0129 sin( 20t — 3,058)

A kezdeti feltételeket csak legvégiil, az altalanos megoldas felirdsa utan hatarozzuk meg:

x(0)=0 0 = Ksin(¢) + 0,0129 sin(—3,058)
v(0)=0 0 = K(-0,8)sin ¢+ K3,92 cos ¢ + 0,0129 - 20 cos(—3,058)

Innen K=0,0653 és ¢=-0,0163 rad
A keresett altalanos megoldas:

x(t) = 0,0653e " sin(3,92t — 0,0163) + 0,0129 sin( 20t — 3,058)

tranziens allandésult

Az éltalanos megoldas az abran lathato. A pirossal jelolt tranziens rész idével elhal és csupan
a partikularis megoldas marad fenn. A rendszer ekkor a gerjesztes korfrekvenciajaval rezeg.
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Masodrendii rendszer paraméter-identifikacioja

Cél a rendszer bizonyos paramétereinek meghatarozasa mérési eredményekbdl.

A modszert a lengéképes rendszer 3. Példajan mutatjuk be. Tételezzlk fel, hogy a rendszert
egyensulyi helyzetébdl kimozditjuk és felvessziik a rezgésgorbét valamilyen regisztrald
miszerrel. Ebb6l a gérbébdl hatarozzuk meg a rendszer legfontosabb paramétereit (D és o).
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A (4) egyenletet hasznaljuk fel.

X, (t) = Ke P sin(yt + )
A rezgés periddusideje a regisztratumbdl (két csucs tavolsaga)

T=1,65
A rezgés csillapitott (tényleges, mérhetd) sajatfrekvenciaja
2
y:$:3,925 rad/s
A rezgésmaximumok esetén a szinusz fuggvény értéke 1. Képezzik két egymas utani
maximum aranyat:

a2 B Ke_B(t1+T) B 7BT

al Kefﬁtl
Logaritmizalva
_pT=In22 -y
a

(A neve logaritmikus dekrementum). Innen az exponens kitevo

N2 0,08

b= a; _ 0,28 0,782

-T -16

Ismert tovabbé, hogy
B =Da

y = av1-D?

Négyzetre emelve és dsszeadva a két kifejezést kapjuk, hogy
(X2 — BZ +Y2



0. =+/0,7822 +3,925% = 4,002 rad/s

_B_078 195
a 4,002 =——
Ezzel sikeriilt meghatarozni a masodrendii rendszer két jellemzdjét. Osszehasonlitva a 3.
példa kiindul6 adataival (a=4 és D=0,2), a mérési eredménybdl visszaszamolt paraméterek

kielégité pontossaguak. Az eltérés oka a leolvasasi pontatlansag.



