Numerikus példak
Egyenletek gyokének megoldasa
Példa
A megoldandd feladat hattereként bemutatjuk a miiszaki problémat, mely fogaskerekek

evolvens fogprofiljanak szarmaztatasa soran merl fel.

Az alapkoron legordiilé (piros) egyenes P pontja evolvens gorbét ir le. Az evolvens PP’
szakasza alatti kdzépponti szoget involut alfanak (inva) nevezzik

evolvens
PI
P Ro.
e, 0
alapkor
“R

frjuk fel a PQ ivhossz és a P’Q szakasz egyenléségét:

R(inva+a) =R -tga
Innen
inv a=tga - o

Feladat:
Adott inva=0,1 rad. Hatdrozzuk meg o értekét!

Megoldando tehat a
0l=tga—a
transzcendens egyenlet!

Megoldas
a) Erinté modszer
Keressuk az
y(x)=tgx —x-0,1
fliggvény zérushelyét.
A flggveény derivaltja
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Legyen a kezdo érték x0=0,8
Y,(0,8) =t90,8—-0,8—-0,1=0,1296
1
'(0,8) = —1=1,0601
Yo'(08) cos?0,8
Az egyenlet els6 kozelito gyoke
X, =Xo - 20 =08- 2120 _q 6777
Yo 1,0601
0,8
tgx-x-0,1
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Megismételve az eljarast
y,(0,6777) = 90,6777 —0,6777 —0,1=0,0271

1

'(0,6777) =———-1=0,6478
Yol ) cos? 0,6777
Az egyenlet masodik kozelité gyoke
X, =X, — L = 0,6777 - 0’027; ~0,6358

1 1
stb. Lathato, hogy a két gyok mér alig kullénbozik, az eljaras gyorsan konvergal. Amennyiben
pontosabb megoldasra van sziikséglink, az eljarast még néhanyszor megismételjuk.

b) Iteréacio

A megoldando egyenletet x =f(x), azaz
X=tgx-0.1
alakra hozzuk.
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Kezdjlk az iteraciot ismét x=0,8 értékkel.
x1=tg0,8-0,1=0,929
X2=tg0,929-0,1=1,239

Léathato, hogy az iterécio jelen esetben nem konvergens, mivel a gyok kdzelében az
f(x)=tgx-0,1

fliggveny derivaltja =1,53>1. A feladatot iteracioval nem lehet megoldani.

c0s% X|y_o 63

Feladat
Hatarozzuk meg az alébbi egyenlet nem trivialis gyokét érinté modszerrel, xo=1
kezdoértékkel:

x%2 —sinx=0

Megoldas:
x1=0,8914
X2=0,8770
x3=0,8762

Feladat
A mérnoki praxisban gyakran fordul el6 magasabb fokszamu egyenlet gyokének (gyokeinek)
szamitasa. Egy elemi szilardsagtani probléma szolgaljon erre példaként.

Egy kor keresztmetszet(i, k=200 mm hosszu befogott rudat F=1000 N huzoéeré és G=50 N
fliggbleges erd terhel. Hatarozza meg a befogasi keresztmetszet sziikséges atmeérdjét, ha a rud
anyagéara megengedett fesziiltség omeg=200 N/mm?. (A szamitast kezdje d=10 mm értékkel!)




Segitség: a befogasi keresztmetszet igénybevétele huzas+hajlitas, a keresztmetszet P
pontjaban maximalis a feszliltseg.

F Gk
c= +
d?n/4  d3r/32

Az adatok helyettesitése utan a numerikusan megoldandé hianyos harmadfokd egyenlet:
0157d*-d+80=0
Megoldas érinté6 modszerrel:
d1=8,546
d2=8,263
d3=8,252 (a pontossag fokozasanak nincs értelme)

Feladat
Oldja mg iteracioval az
X = COS X

transzcendens egyenletet x=0,6 kezdd értékkel!

1,2 A y=X

0,825
0,678 = {
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Megoldas:
x=0,825
x=0,678



Feladat

Adott az abran lathato kapcsolas a kovetkez6 adatokkal: R=1000 Q, u,=5 V. A didda

Ug

egyenlete i =103¢00%7

Hatarozza meg a kimend fesziiltséget a rendszeregyenlet numerikus megoldasaval, érintd
maodszerrel. Kezdje a szamitast uo=0,7 értékkel.

Megoldas:
u1=0,679
u2=0,666

u=0,661

Differencialegyenletek numerikus megoldéasa
Példa.
Egy m=0,0002 kg tomegili esdcsepp a felhdbdl kezddsebesség nélkiil kezd esni. Az esdcseppre

hatd légellenallas a sebesség négyzetével aranyos, b=0,0005 N/(m/s)? ellenéllasi tényezdvel.
Hatarozzuk meg az es6csepp sebességének v(t) idébeli valtozasat!

Megoldas
Az esbesepp free-body diagramja

+v
bv?

A Z F =m-amozgasegyenlet:

Az
mv +bv? =mg



nemlineéris differencialegyenletet numerikusan oldjuk meg T=0,01 s id6 1épéskozzel. Atirva
a differencialegyenletet differencia-egyenletté:
mYit Vi po? g
T

A rekurziv algoritmus (el6z6leg kiszamitott értékb6l szamitva az 0j értéket)
V., =V; —0,025vZ +0,1
Az algoritmust Excellel kdnnyen szamithatjuk. Az A oszlopba a T=0,01 s id6 1épéskozzel

szamitott id6 sorozatot irjuk, mig a B oszlop els6 soraba a kezd6 sebességet (0), a masodik
soraba pedig az fx=B1-0,025*B1*B1+0,1 rekurziv algoritmust gépeljik.
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A szamitas eredménye az als6 diagramon latszik. Lathatéan a sebesség egy allandosult
értékhez kozeledik, melyet az esécsepp mar kb. 1 masodperc alatt elér. Az allandosult
sebességet egyszeriien megkapjuk, ha a differenciadlegyenletben a sebesség id6 szerinti

derivaltjat zérusnak vesszlk (a sebesség mar nem valtozik = a gyorsulas zérus). Innen

Vai =\/m - 2240 2 mls.
b 0,0005
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Megjegyzés



A nemlinearis mozgasegyenlet analitikusan is megoldhat6é némi eréfeszités aran. A valtozokat
szeparalva

dv
g- 22
m

=dt

dx 1 X f , . mg .. ...
=—arth—+C tipusu integralra vezethetd vissza a = mg aj valtozé
a?-x2 a a b

bevezetésével. A részletek mellézésével a sebesség analitikus Osszefliggése

v(t) = \/@tanhi\/% . tJ,

ami az adatok behelyettesitése utan

A feladat _[

v(t) =2-tanh(5-t)

Az analitikus és a numerikus megoldas grafikonja vonalvastagsagon belll halad, a numerikus
megoldas a valasztott 1épéskodzzel kielégitd pontossagu.

Példa
Matematikai inga mozgasa nagy kitérések esetén

Egy L=1m hossz0 matematikai ingat ¢, =0,4radian szoghelyzetb6l o=0,6 rad/s
szogsebességgel inditunk.
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-

Hatarozzuk meg az inga szogkitérésének id6fiiggvényét numerikusan, T=0,05 s id6
lépéskozzel!

Megoldas
Az inga szogkitéresenek differencidlegyenlete
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(p+Esin ¢=0
A differencia-egyenlet
Qi —20i+¢Qig 9
L TZI ' +Esm 0; =0

Rendezés és az adatok behelyettesitése utan a rekurziv algoritmus
Piny = 2¢; —0,0258in ¢; — ;4

Az algoritmus az aktualis, valamint az el6z6 szogkitérés értékeibdl szamitja a kovetkezd
idéponti szogkitérést. Jelen esetben az a probléma, hogy egy sz6g és egy szdgsebesség érték
adott a két szogkitérés helyett. Ahhoz, hogy az algoritmus képes legyen elindulni, a kezd6
szOogsebességet szogkitérések kilonbségeként kell megadnunk. Alkalmazzuk a szégsebesség

kozelité numerikus formuldjat (hatra haladé differencia hanyados)
Po —P

O)OzT,

ahonnan ¢_; =@, —®,T =0,4-0,6-0,05=0,37rad.
Vagyis ugy tekintjiik, mintha a mozgas megindulasa elétt T idével ismernénk az inga
szogkitérését.

Az algoritmus a ¢_, = 0,37 és ¢, = 0,4 értékek ismeretében mér el tud indulni.

Megjegyzés: az alkalmazott T id6 1épéskoz periodikus mozgas esetén a periddusidé 30-ad,
40-ed részére vélasztando. Jelen esetben a periodusidé kozelitdleg 2 s, igy az id6 1épéskoz
célszeru értéke T=0,05 s.

A szamitast step-by-step végezziik.

t Di1 Q; Din
-0,05 0,37 0,4
0,00 0,37 0,4 0,42026
0,05 0,4 0,42026 0,43032
0,10 0,42026 0,43032 0,42995

A grafikont Excellel rajzoltatjuk meg az el6z6 példahoz hasonloan.
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Feladat
Egy m tomegl test vo=1 m/s kezddsebességgel kezd cstiszni egy érdes, vizszintes feliileten.
Y%

—

m

u(v)
Mint ismert, a mozgasbeli surlodasi tényezoé kisebb, mint a nyugalmi strlodasi tényezo. A

kett6 kozotti atmenetet sebességfiiggd surlodasi tényezovel irhatjuk le a
\'

u(v)=03-(0,8+0,2-e °?)

(Stribeck) torvényszeriiség szerint.
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Hatarozza meg a test sebességének iddbeli valtozasat numerikusan, T=0,005 s 1id6
Iépéskdzzel, a test megallasaig! Hasonlitsa 0ssze a megoldast a u=0,3 allando, sebesseg-

fliggetlen surlodasi tényezdvel szamitott megoldassal!



Megoldés
Piros: u =4allando, egyenes.
Kék: p=pn(v), valtozé meredekségii gorbe
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A mozgas sebességfliggd surlodasi tényezd esetén tovabb tart.



