Rendszeregyenlet megoldasa Laplace-transzformacioval

Idéfliggvény Laplace-transzformaltja definicidszertien:
LIFw]= j f(t)e dt = F(s)
0

Flggvények Laplace transzformaltjainak tablazata.
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Miiveletek Laplace-transzforméltjai:
a) Integralas (s-sel val6 osztas)

£ ]f(t)dt]:@

b) Derivalas (s-sel val6 szorzas-kezdeti feltétel)

L ?} =sF(s)—f(0)

M) | orr e dF(O)
J_’_ e }_s F(s) —sf(0) o

c) Végérték-tétel
lim f(t) = Iim0 sF(s) ,ha F(s) nevezdje gyokeinek valds részei mind negativak, vagy kozulik
t—o0 S—>

egy gyok az origdban van.



Laplace-transzformacio eldnye:

-a differencialegyenletet algebrai egyenletre vezeti vissza

-a specialis gerjesztdjeleket (Dirac-delta, ugrasfiiggvény, stb.) is egyszeriien kezeli

-az Altalanos (teljes) megoldast adja, mivel a kezdeti feltételeket a derivalaskor mar
figyelembe vette

Hatranya:
-csak linearis rendszerekre alkalmazhato6
-az 1d6 tartomanyba valo visszatranszformalas néha nehézkes (parcialis tortekre bontés)

Példa
Hatarozzuk meg a kondenzator fesziiltségének idbeli lefolyasat, ha azt egy tekerccsel siitjiik
ki. Adatok: C=2 uF; L=0,1 H; u(0)=10 V.

icu |

C

A csomoponti térvényt felirva

cd
dt
Derivalva, hogy differencialegyenletet nyerjiink

2
cd—f+1u=o
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Laplace-transzformalva.(derivalaskor a kezdeti feltételeket figyelembe véve)

+%J'udt:0
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Rendezés utan
U(s)[LCs? +1] = LCsu, — Lcotlj—t0

0

du,y
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du,

Itt a masodik kezdeti feltétel =0, mivel kisiités el6tt a kondenzator terheletlen, a rajta

atfoly6 aram i (0) = Cz—l: =0, vagyis a feszlltség derivéaltja kezdetben zerus.

Vegyik eszre, hogy cos(wt) Laplace-transzformaltja van elrejtve a kifejezésben
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Idé tartomanyba visszatranszformalva a tablazat felhasznalasaval: u(t)=L"1U(s)

u(t) =u, cos(% t) =10cos(22361)

Példa
Az el6z6 példat kiegészitjiik a tekercs R=5Q ohmikus ellenallasaval.

Elészor csomopontokat kell felvenni ott, ahol az aramkdrben a keresztvaltozd (fesziltség)
értéke megvaltozik. Mivel az ellenéllason és a tekercsen is esik fesziiltség, ezért nyilvanvald,
hogy az ellenallas és a tekercs kozott a fesziiltség se nem u, se nem 0, hanem valami mas
kozbens6 érték, amit jeldljiink u*-gal. igy két csomdponti egyenletet irhatunk fel:

d_u+u—u =0
dt R

u-du —lj'u*dtzo
R L

A differencidlegyenlet-rendszert most ugy oldjuk meg, hogy az egyenleteket Laplace-
transzformalva visszavezetjik algebrai egyenletekre, majd az algebrai egyenletrendszert
egyszerien megoldjuk. Végiil az eredményt visszatranszformaljuk id6 tartomanyba.

cpu@)—%ﬁwzo
UE-U*6) 1 U*E) o | ey
R L S Ls+R

Fejezzlk ki U*(s)-t az alsé egyenletbdl, majd helyettesitsiik a felsébe:
UgS+(R/L)u
U(S) — > 0 +( ) 0
s“+(R/L)s+(/LC)
Vegyik eszre, hogy a Laplace-transzformaltak tablazataban talalhato ilyen tipusu fuggvény:




Ksin ¢-s+ (KBsin ¢ + Kycos ¢)
s +2Bs+ (B +7%)

f(t)=Ke Psin(yt+9) < F(s)=

Az ,,s”egyutthatoit 6sszehasonlitva:

2[3:% - p=25s"
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Ksinp=u, — Ksing=10

— y=2236 s

KpBsin ¢ + Kycos<;>=%u0 — Krcose=01118

K=10,063 és ¢=1,458 rad
A megoldas

u(t) =10,063e ' sin( 2236t +1,458)
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Megjegyzés: A feladat egyszerlisége miatt az id6 tartomanyban is megoldhato. Fejezziik ki az
elsé egyenletbdl u*-ot és irjuk be a masodik egyenletbe

du u-u _y ., *—RCO+u

dt

U—(RCU+“)_1J’(RCU+u)dt=0 N —CU—ERCu—ljudt=O
R L L L

Derivaljuk az egyenletet, hogy differencialegyenletet kapjunk
LCi+RCU+u=0 — U‘+Eu+iu=0
L LC

Innen a megoldas menete mar ismert:
1 . R Bt -
a=—— 6és 2Da= T Stb. u(t) = Ke " sin(yt + ¢)

JLC



Péelda

Az m=2 kg tomegii kocsi vo=3 m/s sebesseggel halad, mikor f(t)=56r(t) Dirac-delta erd-

gerjesztés éri. A csillapitds k=4 Ns/m. Hatarozzuk meg a kocsi sebességét az
fliggvenyében!

LV
f(t) K
—— m [ —
O O
A mozgasegyenlet
dv
f(t)—kv=m—
(1) m

A rendszeregyenlet

md—v+kv:5-8(t)
dt

Laplace-transzformélva.

m[sV(s) —vy]+kV(s)=5-1
Rendezve

V(S)_5+mv0_ 5+mvy  5+mvy, 1 55 1
ms + k m(s+£) m . K s+2
m m

A tablazatbol visszatranszformalva id6 tartomanyba

v(t)=55-e*

Példa

1dd

Az RC éaramkort 10-1(t) V bemend fesziiltségre kapcsoljuk. A kondenzator fesziltsége
bekapcsolas elétt 3V volt. Hatdrozzuk meg a kimend fesziiltség iddbeli valtozéasat, ha

RC=0,01 s!

u(t)="

T
\ T

A csomoponti egyenletet felirva
u —
b u _ Cd_u —
R dt

0

Rendezve
RC—+u=u,

Laplace-transzforméalva



T[sU(S) —uy]+ U(s) = 10
S
s(ts+1) ts+1
Az els6 tagot parcidlis (rész-) tortekre bontjuk, hogy a tablazatban talalhatd kifejezésekre
raismerjink. Olyan torteket tételeziink fel, melyek a rendszer struktdrajanak és a

gerjesztésnek is megfelelnek. Elsdrendi rendszer véalaszaban kell lenni exponencidlis tagnak,
az allando gerjesztés miatt pedig kell lenni a kimenetben konstans tagnak is.

* *
~

10 A B _Aws+A+Bs

= + =
s(ts+1) s 1s+1 s(ts+1)

Az ismeretlen A és B értékének meghatarozdsat a szamlalok ,,s” egyiitthatoinak

6sszehasonlitasaval vegezzik:

s 10=A —-A=10 (csillaggal  jelolve )

s' 0=At+B —>B=-At=-0.1 (s—t tartalmazd tag a bal oldalon nincs)

Ezzel a vizsgéalt kifejezést sikerllt két olyan egyszerii tortre felbontani, melyek kdnnyen
visszatranszformalhatok id6 tartomanyba a tablazat felhasznalasaval:

10 10 01
s(ts+1) s 15+1

Az eredeti feladatra visszatérve

_ 10 +T.UO—E_ 0,1 +T'U0 _9_7 1
s(ts+1) ts+1 s 1s+1 1Ss+1 s s+100

U(s)

Visszatranszformalva id6 tartomanyba:

t
u(t) =10 —7e %%

Példa
Hatarozzuk meg az alabbi RC tag u(t) kimenetét, ha a bemenet u, =10-1(t) ugrasfliggveny!
Legyen a kezdeti feltétel u(0)=3V és RC=0,01 s!

C

A csomoponti torvennyel



dt R
Rendezés utan
u du,
—+u=1—>
d dt

Laplace-transzformalva

YsU(s) —Ug]+ U(s) =t[sU, (s) — Ul
Az adatok helyettesitésével

0,01fsU(s) — 3]+ U(s) = 0,0l[s% —-0]

Rendezés utan

1 -100t
Uis)=13—— — u(t)=13e
©) s+100 (=18

Az eredmény kiszamitasahoz nem volt sziikség semmiféle furfangos meggondolésra (nem
ugy, mint az id6 tartoméanybeli megoldasnal)

A Laplace-transzformacio hajtastechnikai alkalmazasa.

DC motor egyenlete operator tartomanyban, zérus kezdeti feltételek esetén
(levezetés a jegyzetben)

Q) - =2 U -2 M,

A motor allandoésult egyenlete (el6z6 félév anyaga) a végérték-tétellel kaphato: a motor
szOgsebessége joval a bekapcsolas utan, a tranziensek lecsengése utan)
G B M .
oo_llmst—Ilms -—1)=Al0-BM
() ©) (Ts+1 s Ts+l s ) ‘

(Figyeljik meg, hogy a nevezd gydkei si= -1/T és s,=0 eleget tesznek a végertek-tétel
feltételének).

A motor adatai:

Inditonyomaték Mo=3 Nm

Uresjarasi szogsebesség wo=300 rad/s
Idéalland6é T=0,1 s

Motorkonstansok A=30 rad/sV; B=100 rad/sNm

a) motor bekapcsolasa terhelés néelkil

Terhel6 nyomaték nincs, ezért a mésodik tag zérus:

Q(S):? ()_T +1

Id6tartomanyba visszatranszformalva

__ %o
(Ts+1)s

m|c:>

o) =m,l-e T)



A motor kb. 5T idd alatt eléri liresjarasi szogsebességeét.

b) Motor inditasa, ha a motor tengelyén J tehetetlenségi nyomatéku tarcsa van

A tarcsa gyorsitasahoz M = JE nyomaték sziikséges, ez jelenti a motor terheld nyomatékat.

A B

QO(s) = Torl U(s) - Toil (Js€(s))
Rendezve
Q(s) = m U(s)

>
Megnovekedett a motor idéallanddja: T*=T+BJ
A motor lassabban ugyan, de eléri az Uresjarasi szogsebességét.

c) Generatoros fékezes

A motor wo szogsebességgel forog, a kapcsait rovidre zarjuk. Keressiik a szogsebesség idébeli
valtozasat.

A problémat az jelenti, hogy a DC motor egyenlete zérus kezdeti feltételekkel lett levezetve,
most pedig a kezdeti feltétel nem zérus (w(0)=wo). Terhelé nyomaték nincs, ezért a masodik
tag zérus:

A
Q) =——-U(s
©) Ts+1 ©)
Ahhoz, hogy kezdeti feltétellel is tudjunk szamolni, irjuk at az operator tartomanyban adott

egyenletet id6 tartomanyba! Ekkor s = % ()

Q) (Ts+1) = AUBS) — T?j—?er:Au(t)

Mivel a motor kapcsait révidre zartuk, a kapocsfesziltség zérus! Vigyazat: a kapcsok nem
nyitottak, hanem egyértelmiien rovidre zartak! Mivel u=0, a jobb oldal zérus.
T do +o=0
dt
Ezt az egyenletet vagy megoldjuk id6 tartomanyban az adott kezdeti feltétellel, vagy Laplace-

transzformaljuk a kezdeti feltétel figyelembe vételével:

t

T _
@, o) =wmge T

Ts+1

T[SQ(S) —wy]+Q(s) =0 — Q) =

Lathatoan a generatoros fékezés csak nagyobb sebességnél hatasos, (energia visszataplalas is
csak ekkor lehetséges), kis sebességnél alig van fékhatas. Elektromos autdknal ezert a
villamos fékezésen kiviil gondoskodni kell mechanikus fékezéstdl is.

d) fékezés elleniranyu kapocsfesziiltséggel
A motor mg szbégsebességgel forog, a kapocsfesziiltségének polaritasat megvaltoztatjuk.
Keresslk a szogsebesség idébeli valtozasat.



QE6)(Ts+1) =AUGS) — T(jj—(:ﬂo:—AO

Laplace-transzformélva a kezdeti feltétel figyelembe vételével

) - )
TIsO(S) — 0] + Q) = AL - ) =20 Al
S Ts+1 (Ts+1s

Id6 tartomanyba visszatranszformalva
t t

o(t) = e T —Al(l—e T)

Az abran lathato, hogy generatoros fékezéssel csak végtelen idé alatt lehetne lefékezni a
motort, mig ellenfesziiltségli fékezéssel rovid id6 alatt lefékezhetd a motor. Arra kell ligyelni,
hogy tm id6pillanatban a fesziiltséget meg kell sziintetni, nehogy ellenkez6 irdnyba tovabb
forogjon a motor!

ellenfesziiltségl fékezés

generatoros fékezés

t

-

_Au:_o)o ] \_

o

e) fékezés nyomatékkal
A motor wo SszOgsebességgel forog, amikor M=2 Nm fékez6 nyomatékot kezdiink
miikddtetni.

Q@E)(Ts +1) = AUS) - BM,(5) — T‘jj_fm:Aa_Bmt

Laplace-transzformalva a kezdeti feltétel figyelembe vételével
0 _M T Al - BM
T[sAs) — 0y ]+ Q) =AY B2t 5 Qs)=— 0 t
S S Ts+1 (Ts+1s
t b
1d6 tartoméanyba visszatranszformalva: o(t) = w,e T + (Al —BM,)(1—e T), 6sszevonva
t

o(t) =0, —BM,(1—e T)
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A motor szdgsebessége lecsokken, min

Atviteli fliggvény

Sok esetben a rendszer kezdeti feltételei zérusok, ekkor a derivaltak Laplace-
transzformalasanal a kezdeti értéket tartalmazé tagok mind zérusok. Megkilonboztetésil ezt a
transzformaciot jeloljuk p-lal. Az atviteli flggveny a rendszer kimenetének _f
transzformaltja, osztva a bemenet g transzformaltjaval:

V- Lot _ XO)
Ly(xp) X, (9)

(zérus kezdeti feltételek esetén)

Példa

Hatarozzuk meg az el6z6 példaban szereplé aramkor atviteli fuggvényét (t=RC=0,01 s)!

Az alébbi
du du,
T—+U=1—"
dt dt

rendszeregyenletet most g transzformaljuk:

tSU(S) + U(S) = tsU, (S)
Az atviteli figgveny



Us) s
Ub(S)_LJrl

Az atviteli fuggvény a rendszer struktarajanak jellemz6je, nem fiigg sem a gerjesztéstél, sem
a kezdeti feltételekt6l. Ha csak a gerjesztés valtozik, akkor csak a gerjesztést kell valtoztatni a
kimenet szdmitasanal:

Y(s) =

U(s) = Y(5)U, (5)

Nézziik néhany gyakori bemendjelre a rendszer valaszat!
a) Up(t)=10-1(t) ugrasfuggvény gerjesztés
A kimendjel

t

Ug)=—=. 19 101 y=10e
s+1 s 1
Y(s) Up(s) T
b) up(t)=10-t-1(t) ramp gerjesztés
A kimendjel
t
U(s) = © -E=é+ B :10—1—101 ! — u(t)=10t-107e °
1s+1 s2 s s+l s
S+~
T
C) up(t)=10sin30t , origdban belépd szinuszos gerjesztés (w=30 rad/s)
T C

" R H u=?

a kimendjel
s 10w

U(s) =
©) 5+1 52 + @2

A parcialis tortekre bontasnal vegyiik figyelembe, hogy a kimendjelben szerepelnie kell
fazisaban eltolt szinuszjelnek is, amit szinuszos és koszinuszos jelek dsszegeként tételezlink
fel:

s 10w A Bw Ds  A(S* +0°)+(Bo+Ds)(ts+1)
U(s) = o 2 to 22 27 2 2
1$+1 s“+w° S+l s+ sTHo (zs+1(s° + o)
A szamlalok dsszehasonlitasabol
s 0=Awn’+Bo
st: 10t@=Bat +D
52 0=A+Dr

Az ismeretleneket kiszamitva



10’0 | _  107t%0” . 10t®

-5 —

A= = : 0
o +1 2w’ +1 20’ +1

A kimendjel az operator tartomanyban

10tw 1 10t°w? ® 10tw S
?w? +1 s+1 20l +1 2 +0? tPo’+1 P+’
T

Az utolso két tag a fazisaban eltolt szinusz Laplace-transzformaltja, aminek K amplitudojat és
¢ fazisszOgét kiszamithatjuk:

Uu@s)=-

[ 101 w? ® 10t® S 10t°w? . 10t®
L + = sin ot + ————cos ot =

20’ +1 s+ e’ +1 s*+w? 2o’ +1 2w’ +1
. 1
=10 Lsm(mt +arctg—)
Vitw? +1 19
K“ ¢
10t
101202 ) ( 10t0 ¥ 10t 22 11 1
It K= | 5—— +( — j = és p=arctg =2 T2 = arctg—
o +1 o +1 20l +1 10t°w T
?w? +1
Az altalanos megoldas
t
T

u(t) =—10——>—e * +10——sin(ot + arctgi)
0

2 2
To” +1 Vrlw? +1

A szamadatok behelyettesitésével

t

u(t) = —2,75e %% 1 2,87sin(30t +1,279)
2-
l-
0,1 0,2 0,3 0,4 ,5 0,6 (%7 0,

t(s)

u

8

A teljes (altalanos) megoldast megkaptuk zérus kezdeti feltételek esetén, de bonyolult
szamitassal! (Késébb latni fogjuk, hogy a Frekvencia modszerrel sokkal egyszertibben
megkaphatjuk az alland6sult megoldast)




Frekvencia-atviteli flUggvény, Frekvencia modszer (s=jw)

Ha a bemendjel szinuszos, €s csak az allanddsult megoldas a kérdés, akkor sokkal egyszeriibb
aton is célt érhetiink a frekvencia modszer alkalmazasaval.

Vizsgaljuk az el6z6 példat, de csak az allandosult megoldast keressuk. (A gerjesztés régebb
Ota tart, a tranziens mar lecsengett):

C
N Il
|
S
A rendszer atviteli fliggvénye
U(s TS
v(s)= 26 () _ 15
U (s) 5+1

irjunk s helyébe jo-t (Emlékezziink: Laplace-transzformacional a derivalas s-sel val6 szorzas,
szinusz flggvény komplex alakjanal a derivalas jo-val valo szorzast jelentett). Igy jutunk a

frekvencia-atviteli figgvényhez, aminek szamlalojat és nevezdjét exponencialis alakban irjuk
fel:

@ (w)

Jf

V(o= tdo e
T- j0)+l Jarctg— ,/ 4
V12 + (tw)%e ('c(o)
A(w)

Az amplitido nagyités a frekvencia-atviteli fuggveny abszolut értéke:

Al0) = Au B (10 03

0y J12 + (1) B J1+0,32

=0,287

A kimend jel amplitadoja ezzel
U0=A(w)-0,=0,287-10=287 V
A féazistolas pedig a szamlalo és a nevezo6 fazisszogének kiilonbsége

o(w) = g —arctgto = g —arctg0,3=1,279 rad

A kimendjel ezzel

u(t) = asin( ot + @) = 2,87 sin(30t +1,279)

Sokkal egyszeriibb uton megkaptuk a végeredményt, de ez csak az allandosult megoldas!



A frekvencia-atviteli flggvény dbrazolasa: BODE diagram
(szinuszos gerjesztés esetén, allandosult allapotban abrazoljuk az amplitudo-nagyitast és
fazistolast a gerjesztes korfrekvencidjanak fliggvényében)

(honlapon talalhaté melleklet)

Példa
DC motor elsé- és masodrendii modelljének BODE-diagramja

A motoron nincs terhelés, ekkor elsérendii rendszermodellje (induktivitas elhanyagolaséval)

Q) A
Uis) T,s+1

Yu (s)=

masodrendii rendszermodellje (induktivitas figyelembe vételével)

Yig=20_ A
UGs) T, T, +T,s+1

ahol

Tm mechanikus idéallando (forgérész tehetetlensége miatt)

Tv=L/R villamos id6allando6 (aram felfutasa a tekercsben)
Adatok:
A=30 rad/sV
Tm:0,05 S
Tv=0,002 s

Elso rendii modell esetén

Y(jo)=—0  _gp_ 1
0,05jm+1 j2+1
20

(torésponti korfrekvencia 20 rad/s, kisfrekvencias erésités A% =201g30 = 29,5 dB)

Masodrendii rendszermodell esetén

Meg kell vizsgalni, hogy a nevezd masodrendii tag, vagy két elsérendii tag szorzata-e?

A mésodfoku egyenlet gyokei si= -20,9 és s,= -479,1, mindkettd valds szam, ezért a nevezd
gyoktényez0s alakban

Y (s) = 30 30

0,0001s% +0,05s+1 0,0001(s+20,9)(s + 479,1)

vagyis két elsérendii tagrol van sz6! A frekvencia-atviteli fliggvény kanonikus alakban

30

) .
+1 +
( 20,9 ) 4791

Y (jo) =
D




A BODE diagramokon a masodrendii kozelitést piros szinnel dbrazoltuk. Kis frekvencian a
két modell azonos eredményt ad, nagy frekvencidn azonban jelentés eltérés lehetséges.
Kiilonosen PWM taplaléas esetén alkalmazandd a méasodrendii rendszermodell, mivel a PWM
jel felharmonikus 6sszetevdinek frekvenciai joval a masodik toréspont felett lehetnek.

Szamarvezet6 feladatok megoldasahoz

Xh | Xp | Xat | KF 1. rendii 2. rendi (Xn) Megj.
D=0: Ksin(at+o) Id6 tartomany
* * _t D <1: Ke™sin(yt+¢) gerjesztetlen
**) | x,=Ke " D=1: A ™ +A,t-e™
D>1: Age™ +Ae™
Xait=Xn+Xp Id6 tartomany
* | x| * Xp: gerjesztéshez hasonld
KF gerjesztett
* Xp: gerjesztéshez hasonld 1d6 tartomany
gerjesztett
csak allandosult
* * rsz. egyenlet L-transzformalasa KF-tel OP tartoméany
X(s)=...parc. tortekre bontas gerjesztetlen/gerjesztett
x(t)=...visszatranszformalas
* 0 Y(s)=...atviteli fv. OP tartoméany
X(s)=Y(s)Xn(s)
X(s)=...parc. tortekre bontas
x(t)=...visszatranszformalas
*

Y(s)=...atviteli fv.
Y(jo)=...fr. atviteli fv.
A(w)=...amplitadd nagyitas
o(w)=...fazistolas
X(t) = A(w)X,, -sin( ot + @)

OP tartoméany
Frekvencia-modszer
Bemenet szinuszos,
kimenet allandésult
(fazisaban eltolt
szinusz fv.)




