Szabalyoz6 tervezés gyokhelygorbeével

A gyokhelygorbe

Ha a G(s) atviteli fuggvénnyel jellemzett folyamatot aranyos szabalyozéval szabalyozzuk,
akkor a zart rendszer polusai K nagysagatol fliggden mas-mas helyet foglalnak el a komplex
szamsikon.

A gyokhelyg6rbe nem mas, mint a zart szabalyozasi kor polusainak mértani helye a komplex
szamsikon, a ,,K” er6sités, mint paraméter fiiggvényében. Mint korabban lattuk, a zért
rendszer polusainak elhelyezkedése egyértelmli kapcsolatban 4ll a rendszer tranziens
viselkedésével.
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A szabalyozandd szakasz atviteli flggvényét irjuk fel G(s) = b(s)/a(s) tértalakban, ahol a(s)
n-ed rendli, mig a b(s) m-ed rendli polinom (a polinom rendlisége az ,,s” legmagasabb
kitevéjével egyezik meg). Megvalosithato fizikai rendszerekre n>m feltételnek kell teljesiilni.

A zérthurkl szabalyozaési kor atviteli fliggvénye

Y(s) = KG(s) _ Khb(s)
1+ KG(s) a(s)+ Kb(s)

ahonnan a zarthurkd rendszer pélusai az
a(s) + Kb(s)=0

karakterisztikus egyenlet gyokeiként adddnak.

A gyobkhelygorbével valé tervezés alapotlete azon a tényen nyugszik, hogy a zart rendszer
tranziens valaszara a nyilt rendszer atviteli fliggvényébdl képzett karakterisztikus egyenlet
gyokeibdl kovetkeztetiink. A gyokhelygorbe modszer szigorGian véve csak az aradnyos
szabalyozo ,,K” ersitési tényezdjének meghatarozasara alkalmas, de egyszer(i fogasokkal
bonyolultabb szabalyozo tervezésére is alkalmassa teheto.

A polusok elhelyezkedését illetden az alabbi torvényszerliségeket tapasztaljuk:

1. ,K” értékétdl fliggetleniil a zart rendszernek mindig ,,n” poélusa van (az n-ed foku
nevezoOnek ,,n”” zérushelye van).

2. K7 értékétdl fiiggetleniil a zart rendszernek mindig ,,m” zérdja van (szamléalo
zérushelyei).

3. A zart rendszer gyoOkhelygorbéjének ,,n” aga van, melyek mindegyike a nyitott G(s)
egyik polusabdl indul és altaldban hozza legkdzelebbi zerdjaba tart, mikdzben K
értekét 0 és +végtelen kozott valtoztatjuk. Ha K—O0, a zart rendszer polusai
megegyeznek a G(s) nyilt rendszer polusaival. Ha viszont K—o0, a zart rendszer
polusai megegyeznek a G(s) nyilt rendszer zérushelyeivel.



4. Valos fizikai rendszerek esetén (n>m) G(s)-nek n-m zéroja a végtelenben van, ennek
megfeleléen a gyokhelygorbe n-m aga tart végtelenbe (aszimptoték).

A polusok elhelyezkedésébdl a szabalyozas néhany fontos tulajdonsagara kovetkeztethetlink
az alabbi szabalyok szerint:

1. Ha a polusok valamelyike a jobboldali komplex félsikra esik, a zarthurk( rendszer
instabil lesz.

2. A képzetes tengelyhez legkozelebbi pdlusoknak (,,dominans polusok™) van a
legnagyobb befolyasa a zart rendszer tranziens valaszara, a tavolabbi (,,gyorsabban
lecseng6”) polusok befolyasa altalaban csekély. Ha a dominans pdélusok jol
elkilondlnek a tobbi, gyorsabb polustol, akkor a rendszer els6-, vagy masodrendii
rendszerrel kozelithetd.

3. Minél tavolabb helyezkednek el a dominans pdlusok a képzetes tengelyt6l, annél
gyorsabb a rendszer tranziens véalasza.

4. Mineél nagyobb a dominans polusok képzetes része, annal inkabb oszcillal a tranziens
valasz.

A gyodkhelygérbe megrajzolasa
Példa

Hatarozzuk meg az alabbi szabalyozas p6lusainak mozgasat a K paraméter fuggvényében!

A karakterisztikus egyenlet
s’ +s+K=0
alakd, melynek gyokei, a ,,polusok” a kovetkezok:
-1+v1-4K
P12 = 5
Neéhany kitiintetett érték a kovetkezo:
K=0 P, = 0
p,=-1
K=0,25 1
P =P, = _E
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A pblusok K=0 értéknél a nyitott rendszer pélusaibdl (p1=0 és po=-1) indulnak ki és egymas
felé haladnak a valos tengelyen K novelésével. Elérve K=0,25 értéket, a két polusgorbének

kdzos pontja lesz (p1=p2=-0,5), majd a polusgdrbék szétvalnak és n-m=2-0=2 &g a végtelenbe
tart.

Nézzik meg pl. K=1 értékre milyen kovetkeztetéseket vonhatunk le a szabalyozas tranziens
viselkedésére!
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Az abrabol lemérheto adatok a kovetkezok:
Felfutasi 1do:

o, ~09 1/s—>t,:£:25.
0,9

Beallasi 1d6:



6=051/s>t, =4;g:9,25.

Tullovés:
Dr 0,555x
D=sin®=-"= 0,555 > M, =e ot _g V0558 _ 0122 —12,2%
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A szabalyozas stabil, mivel mindkét polus valds része negativ (6=-0,5).

Magasabb rendii rendszerek szamitogéppel és MATLAB programmal val6 tervezésére latunk
példat a kovetkezd részben.

Pelda

S+2
s(s+1)
(proporcionalis) szabalyozé erésitése. Rajzoljuk meg a gyokhelygorbét!

Legyen G(s) = a szabalyozandd szakasz atviteli fliggvénye és K az aranyos

A zért rendszer atviteli fliggvénye:

S+2

W(s) = s(s+1) _ K(s+2)
K St2  sP+s(K+1)+2K
s(s+1)

Lathato, hogy a rendszer zéroja (a szamlalo zérushelye) z=-2. A karakterisztikus egyenletet a
zart rendszer nevezdjébdl kapjuk:

s +s(K+1D)+2K=0
Innen a rendszer polusai K fliggvényében:

_—(K+)+VK?-6K+1  K+1 VK?-6K+1
12 = == -
' 2 2 2

Valos (x tengelyen elhelyezkedd) s polusok azon K értékeknél vannak, ahol a diszkriminans
pozitiv:



4 diszkriminans
K2 -6K +1

0,17 58 K

-
-

valos polusok||  komplex | valos polusok

R -

K2 -6K+1>0 Innen K<0175 és K >5825

Ezen K értékek kozott a pdlusok komplexek.
Az abran lathat6 a polusok elhelyezkedése a komplex szamsikon K fliggvényeben.
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A zart rendszer atviteli fliggvényének nevezéje masodrendii, ezért két aga van a
polusgorbének.

A polusgorbék a nyitott rendszer s=0 és s=-1 polusaibdl indulnak.

Kis (K<0,17) erdsités értékekre a polusok valosak és egymas felé haladnak a valos tengelyen.
K=0,17 kornyékén a polusgorbék egyesiilnek és rogton szét is valnak két konjugalt komplex
polusra (konjugalt komplex pdluspar?).

K=5,82 érték elérésekor a polusgorbék ismét egyesiilnek, majd rogton szét is valnak. Mindkét
polus valds lesz, ezért a pdlusok a valos tengelyen haladnak tovabb. Az egyik polusgorbe a
z=-2 zéroba tart, mig a masik a —végtelenbe tart K ndvelésével.

Példa. Legyen egy nyilthurkd rendszer a kdvetkez6 G(s) atviteli fiiggvénnyel megadva:



S+7

CO) = (51561561 20)

El6szor rajzoltassuk meg a gyokhelygorbét (Root-locus)!

frjuk be a kovetkezd m-file-t! Itt a nevezét négy tényez6 szorzataként konvolucioval adjuk
meg, majd a ,rlocus” utasitdssal megrajzoltatjuk a gyokhelygorbét az ,,axis” utasitassal
megadott tartomanyban.

num=[1 7];

den=conv (conv ([1 0], [1 5]),conv ([l 15],[1 201));
rlocus (num, den)

axis([-22 3 -15 15])

15—

1. arendszernek 4 polusa van, mivel a nevez6 negyedfokt polinom.

2. apolusok a G(s) nyilt rendszer p10=0, p20=- 5, p3o= -15, p4o= -20 pblusaibol indulnak
ki. A polusok kiindulasi helyeit a program ,,x”-szel jel6li. (A bemutatott esetben a
polusok kiindulasi értéke mind valds)

3. két ag K novelésével eldszor egy pontban egyesiil, majd ismét kiilonvalik és a
végtelenbe tart.

4. egy &g, mely a p1o=-15 értékbdl indul, a hozza legkdzelebbi zio= -7 zérdba tart, melyet
a program ,,0”-val jeldl.

5. a gyokhelygorbe n-m=3 aga a végtelenbe tart (a baloldali valos és a két konjugalt
komplex polus)

Megfigyelhetjlk, hogy

A feltételeket teljesito ,,K” érték kivalasztasa a gyokhelygorbébol


http://www.engin.umich.edu/group/ctm/extras/plot.html#axis

Feladatunk egy olyan aranyos szabalyozé tervezése, mely teljesiti a kovetkezd tervezési
feltételeket: tulloves Mp< 5%, emelkedési id6 ts<I s. Adjuk meg ezen feltételeknek megfeleld
csillapitas és sajatfrekvencia (wn=a.) értékeket.

D=0.7;
Wn=1.8;
sgrid (D, Wn)

Az sgrid(D,wn) parancs berajzolja az dbraba a D csillapitasi értéknek, valamint a wn
sajatfrekvencidnak megfelel6 megengedett tartomanyt a polusok szémara. (félkér az origo
korl és két ferde egyenes)

Irnawy Axis
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A fenti abran a két, kb. 45 fokos sz0g alatt hajlé pontvonal kozoétti szektor a pdlusok
megengedett helyét mutatja D=0,7 esetre. A két vonal kozotti tartomanyban D>0,7 mig a
vonalakon kivil D<0,7. Az orig6 korul pontvonallal rajzolt félkor azokat a polusokat mutatja,
melyekre a sajatfrekvencia wn=1,8. A koron belll wn<1,8 mig a koéron kivil wn>1,8.



Iz Axis
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Az eredeti feladatunk szerint a tullovésnek kisebbnek kell lenni 5 szézaléknal, ezért a
polusoknak a két egyenes altal hatarolt tartomanyon belll kell elhelyezkednitik. Ezenkivil az
emelkedési idének kisebbnek kell lenni 1s-nal, ezért a polusoknak a félkoron kivil kell
elhelyezkedniuk. A polusok helyének megengedett tartomanya, az iménti tartomanyok kdzos
része (abran sotetitett terlilet) a komplex félsik bal oldalan helyezkedik el, ezért a zért
rendszer stabil lesz. Mint lathatjuk, 1étezik olyan erdsitésérték, mely esetén a gyokhelygorbe
mind a négy pdlusa a megengedett tartomanyba esik. A szabalyozasi feladat tehat megoldhatd
aranyos szabalyozdval.

A tervezd kovetkezd feladata most az, hogy a pdlusokat a megengedett tartomanyon belil
helyezze el és ezzel a Ky erdsités (desired=sziikséges) értékét kivalassza. Erre szolgal a
rlocfind parancs.

[kd,poles] = rlocfind (num,den)

Huzzuk a célkeresztet a megengedett tartomanyon belll a gyokhelygorbe egy pontjara és
Kattintsunk. Ertelemszeriien a gyokhelygorbe ,,jo” tartoméanyan kell a kijeldlést elvégezni,
lehetdleg az origohoz minél kozelebb, hogy a szabalyozas a legkisebb energia raforditassal
(minimalis erdsitéssel) megoldhatd legyen. Esetiinkben a kozel fiiggélegesen haladd két
gorbeég a kritikus, mert annak van ,,j6” és ,,rossz” szakasza is, mig a valos tengelyen 1évo
gorbedgak mind megfelelnek. A kijel6lést tehat a kritikus gorbedg megengedett szakaszan
kell elvégezni.
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A gyokhelygorbén piros keresztek mutatjak a kivalasztott, valamint a masik harom kiad6do
polust, melyek ugyanahhoz a Ky értékhez tartoznak. Meggy6z6édhetiink tehat arrdl, hogy mind
a négy polus a megfeleld tartoméanyban talalhatd. A program editor meniijében leolvashatjuk
Kq, valamint a hozza tartoz6 pélusok értékeit.
kd =

504.2177
poles =

-22.6014 (&brén nem latszik)

-11.4475

-2.9756 + 2.1881.i

-2.9756 - 2.1881i
Most mar csak le kell ellendrizniink szabalyzasunk viselkedését az idétartomanyban.
Zarthurku szabdlyozasi kor idétartomanybeli valasza
Az atmeneti fiiggvény megrajzolasahoz eloszor a zart rendszer atviteli fliggvényére van
szlikségiink. Legegyszeriibben a cloop utasitassal (closed loop) kaphatjuk meg a zart rendszer

atviteli fuggvényének szamlalojat (numcCl) és nevet6jét (denCl) a nyitott hurok szdmlal6jabol
¢és nevezdjébol.



[numCL, denCL] = cloop((kd)*num, den)

A ,cloop” argumentumaban azt a kd=504 erdsitést alkalmazzuk, amely a polus
megvalasztasakor adddott. A zart rendszer atmeneti fliggvényét az alabbi utasitassal kapjuk:

step (numCL, denCL)

Step Response
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Ahogy reméltiik, az emelkedési id6 kb. 1s, a tullovés is belil marad a megengedett 5%-0s
korlaton. Bar rendszeriink negyedrend(i volt, a dominans (y tengelyhez legkozelebb 1év0)
pélusoknak kdszonhetden masodrendii rendszerrel jol lehetett kdzeliteni. A vart és a kapott
eredmények kismértékii eltérése foként arra vezethet vissza, hogy az altalunk is hasznalt
»Szabalyozas mindségi feltételeit (tr=1,8/wn, D=f(Mp), stb).” zérdk nélkiili mésodrendii
rendszerre vezették le, esetiinkben pedig zérdt tartalmazé negyedrendii rendszert vizsgaltunk.

Megjegyzés

A Kd nagy értéke érteke felveti annak gyanujat, hogy a villamos Gton, miveleti erésitével
megvalositott szabalyoz6 kimend jele telitédhet, vagyis 15 voltnal nagyobb nem lehet. A
szabalyozas realis miikddésének ellendrzéséhez a szabdlyozo utan egy jelkorlatozd blokkot
célszerli beépiteni a SIMULINK programban!

Végezetil a MATLAB programot kdzoljuk:

num=[1 7];

den=conv (conv ([l 0], [1 5]),conv([1 15],[1 201));
rlocus (num, den)

axis([-22 5 -15 151])

wn=1.8;


http://www.engin.umich.edu/group/ctm/extras/step.html

D=0.7;
sgrid (D, wn)
[kd,poles]=rlocfind (num, den)

[numCl, denCl]=cloop (kd*num, den) ;
step (numCl, denCl)



