Fogaskerék alapismeretek
Alapfogalmak:

Fogszam (z)
A fogaskerék keriiletén levé fogak szdma. Egész szam.

Modul (m)

Az osztokor atmérGje és a fogszam hanyadosa. Egyszer(ibben: a fog magassagaval, méretével aranyos
érték, mely szabvanyositva van. Példaul egy m=3 mm modullal késziilt fogaskerék foganak magassdga
kozelit6leg h=2m=6 mm. Csak azonos modulu fogaskerekek tudnak egymassal kapcsolédni.

Oszt6kor (do)

Elemi és kompenzalt fogazat esetén azonos a gordilSkorrel. A fogaskerék hajtds attételét az
osztokorok atmérdinek viszonya hatdrozza meg, mintha ilyen atmérdjd hengerek gordiilnének le
egymason csuszas nélkiil. Nem mérhet6 méret. Szdmitasa: do=m-z

Fejkor (ds)
Mivel a fog fejmagassaga modulnyi, ezért a fejkér atmérGje 2m modullal nagyobb az osztokor
atmérGjénél. Szamitasa: di=m(z+2)

Alapkor (ds)
Elvi, nem mérhet6 kor. A fogprofil generalasaban van szerepe. Az evolvens fogprofil generald egyenese
ezen a koron gordil le. Szamitasa: d,=mz cos a

Alapprofilszog (o)
A fogprofilt generald fésiiskés oldalanak hajlasszoge. A kapcsolévonal vizszintessel bezart szoge.
Altalaban 20 fok.

Evolvens fogprofil
Szarmaztatasa: egyenes az alapkoron gordiil le. Az e egyenes minden pontja evolvenst ir le.

evolvens

alapkor

Fogaskerék attétel
lele i. A hajtott kerék fogszama osztva a hajtd kerék fogszamaval. i=z,/z,

Kapcsolévonal

Az egymassal kapcsolddo fogak érintkezési pontjai ezen egyenes mentén érintkeznek egymassal, amig
kapcsolatban vannak. Az alapkorok kozos NiN; érint6jének a fejkorok altal hatarolt AE szakasza. Az alsé
kerék feje az A pontban |ép kapcsolatba és a laba az E pontban |ép ki a kapcsolédasbdl.



Nevezetes pontok a kapcsolévonalon

A és E pont: a kapcsoldvonal és a fejkorok metszéspontja. Itt 1ép be a kapcsoldddsba, illetve ki a
kapcsolddasbol a fog.

C: fépont. Az osztokorok (gordul6korok, a kapcsoldvonal és a kbzéppontokat 6sszekot6 vonalak kbzos
pontja.

Kapcsolévonal

Kapcsoldszam

A kapcsoldodas sordn vagy egy, vagy két fogpar kapcsolddik egymdssal. A hajtds folytonossaga
érdekében egy fogpar addig nem léphet ki a kapcsolatbdél, amig egy masik be nem |ép. Ezért egy ideig
két fogpar van kapcsolatban. A kapcsolatban |évé fogparok atlagos értéke tehat egynél nagyobb, pl.1,2.
Szamitasa: e=AE/pp

Osztas (p)

Az 0sztékoron két szomszédos fog azonos pontjanak tdvolsidga. Szamitdsa: p=mmn. A fog vastagsaga az
osztas fele: s=p/2

Alaposztas (py)
Az alapkoron, vagy a kapcsolédvonalon mért osztds. Szamitasa: pp=mmncosa

Foghézag

Az érintkezd fogak kdzott minimalis hézagot kell biztositani egyrészt a gyartdsi pontatlansagokbdl és a
hétaguldsbél adodo befesziilés érdekében, valamint a ken6anyag szamara sziikséges rés biztositsa
miatt. Tul nagy nem lehet, mert irdnyvaltaskor kopogast (holtjatékot) okoz.

Profileltolas (mx)

Kompenzalt fogazatnal a kiskeréknél a szerszdm +mx értékkel sugdrirdnyban ki van hizva, a
nagykeréken ugyanennyivel be van tolva a kozéppont irdnydba. Hatdasara modosul a fog alakja és fejkor
atmérGje, de a gordil6korok és a tengelytdv valtozatlan marad. Elénye, hogy a fogak csuszdsa
kiegyenlithet6 a kis és nagykeréken, illetve 17 fognal kisebb fogszdm is kialakithatd aldmetszés nélkil.
A megvaltozott fejkor atmérdk szamitasa: dn=m(z1+2)+2mx; dp=m(z2+2)-2mx.



Hatarkerék fogszama

Elemi fogazat esetén meghatarozhaté az a minimalis fogszam, ami még helyes kapcsolddast biztosit.
Tekintslik egy fogaskerék kapcsolatat egy fogasléccel. Mivel az evolvens fogprofil az alapkérbdl indul,
ezért a fogasléc (fésliskés szerszam) fejvonala legfeljebb éppen atmehet az N; ponton. Ha beljebb
haladna, akkor a szerszam P csUcspontja a mar elkésziilt evolvens darabba belemunkalna, un.

aldmetszést okozna.
,0

L alapkor
0sztokor P

Az dbra OAC és QAC haromszogei hasonléak. A hasonlésagot felirva
oC _ AC
AC QC

A tavolsagokat a fogszdammal és a modullal kifejezve, 20 fokos szokasos kapcsoldszoggel a
hatarfogszam=17:

mz, mz, .
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Elemi fogazattal tehat nem lehet 17 fognal kevesebbet megvaldsitani. Ha a keréken pozitiv +mx

profileltolast alkalmazunk (a fogasléc kozépvonalat mx értékkel elmozditjuk az osztékorhoz képest),
0

(0sztokor

| R e (e N Y osztovonal
\ R\ kBzépvonal

akkor a levezetésben QC=m(1-x) értéket helyettesitve,



Mz M2 sin
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lathatdan kisebb z, fogszam is megvaldsithatd. Adott z« fogszamhoz sziikséges profileltolds tényez6

Osszefliggéssel szamithato.
Példaul, ha z,=12 fogszamu fogaskereket szeretnénk késziteni, akkor

x =112 _ 0204

pozitiv profileltolds tényezd szilikséges. Kompenzalt fogazatndl a nagyobb fogszamu keréken

ugyanekkora, de ellenkez6 el6jeld profileltolast kell alkalmazni.

Tengelytav

A gordulékor sugarak Osszege. Szamitdsa: ao=m(z1+z2)/2. A tengelytav elméletileg nem lehet
akarmekkora, mivel z-k egész szamok. Ha tetszGleges (vagy szabvanyos) tengelytavot kell biztositani,
akkor altalanos fogazatot kell alkalmazni (az egyes kerekeken eltéré mérték( profileltolassal). Az
evolvens fogprofil el6ny6s tulajdonsdga, hogy kissé pontatlan tengelytavnal is hibatlanul mikadik, csak

kissé megvaltozik a kapcsoldszog:

Mp1t+rp2: do'COSOp=a-Cosa

Kapcsoldszog valtozasa

Csuszas

A fogak nem tisztan gordilnek, hanem csusznak is egymason. A csuszast a kapcsolévonal E pontjaban

mutatjuk be.



Az érintkez§ fogak gorbileti sugarai az E pontban p:1 és p,. Az O1N1B derékszogli haromszégbdl a p:

gorbileti sugar
m
Py =AlA—T12 = ?\/(zl +2)* —(z,cos )’

Hasonldan az O,N,B haromszogbél

P2 =+ - rbZZ - %\/(Zz +2)* —(z,cos01)°

Egy rovid At id6 alatt a kiskeréken Aii=riA@; ivhossz, a nagykeréken Ai,=r, A, ivhossz gordil le. Az
attétel értelmében a kerekek elfordulasi sz6gének ardnya A@>=A@1z1/z, , ezzel Ai=r,A@i1z1/2> lesz. A
relativ csuszas az E pontban

z
A, —p,Ap, —+
_ Ai, — A, _ PP Z, _ P12y =P

Al, P2z,

NE

pzA(Plﬂ
ZZ

Hasonldan szamithatd a relativ csuszas az A pontban is. A két csuszas altalaban kilonbozik egymastol.

Profileltoldssal a fogak alakja, a fejkdrok atmérGje és igy a végpontokban a gorbileti sugarak is

maédosithatdk. igy elérhets, hogy a relativ cstszas (és ezzel a kopas) a végpontokban azonos legyen.

Foglenyesés

Nagy terhelés(i hajtasokban a fogak deformacidja miatt a hajtd kerék terhelt foga kissé hatra hajlik, a
hajtott kerék foga el6re hajlik. Ezért az Gjonnan kapcsolatba |évé fogak az osztas egyenetlensége miatt
Utkozéssel lépnek kapcsolatba, ami a fogfrekvencidan jelent8s gerjesztést (rezgést, zajt) okoz.
Megoldast jelent, ha a fogak fejrészén a fog vastagsagat csokkentik, példaul kdszoriiléssel.

Fogerdé
Egyenes fogazat esetén a fogak kozott atadddo F erd F. érint6- és Fr sugariranyd komponensekre
bonthaté.



Fogaskerék dinamika
Hagyomanyos esetben a fogaskerékhajtds mint lengérendszer egyetlen sajatfrekvencidval rendelkezik,
ha a csapagyak rugalmassagatdl eltekintiink. A fogaskerekek fogai nem tokéletesen merevek, egy
fogpar eredd rugdmerevsége legyen ,c”. A forgd tomegeket helyettesithetjiik haladé mozgast végz6
redukalt tomegtkkel:

m1=J1/rb12 és mzsz/I‘bz2

A tdmeg-rugd rendszer lengésekre képes, melynek sajatfrekvencidjat egyszertien lehet meghatarozni.

Jl
Mo y
W
A' Ip2

Az egyes tomegekre felirhatjuk a ZF=ma mozgdsegyenleteket:

. . c C
—Cc(X,—X,)=mX, > X, =——X;,+—X,
1 m,
. . C C
C(Xl—X2)=m2X2 > Xy =—X - X,
ml m2
A derivaltak kilonbségét képezve
. . c c
(X, =%,) =~ —+—|(X;, = X;)
m, m,

Rendezés utan

(X, _X25+(L+LJ(X1 —X;)=0

1 m2

Bevezetve a tomegek Ax=x;-x relativ elmozdulasat (a fogrugd hosszvaltozasat)



AX + 0’Ax =0

a harmonikus rezgémozgas kdzismert differencidlegyenletét kapjuk

o = C
°\mm, /(m, +m,)

(rad/s) sajatfrekvenciaval (korfrekvenciaval). Ha a rendszert kilsé gerjesztések is érik (ingadozik a
hajtd, vagy a terhel6 nyomaték), és azok o frekvencidja oo kdzelébe esik, akkor rezonancia dllhat el6.
Megnodvekszik a rezgés, zaj, akar tonkremenetel is bekovetkezhet. Hogy ez ritkan 4ll el6, annak az az
oka, hogy a sajatfrekvencia altaldban igen nagy, a gerjesztések frekvencidja joval alatta marad.

Fogaskerékhajtas parametrikus gerjesztése

Kilénosen nagyobb fordulatszamon miikodd fogaskerekeknél (mint a villamos auték motorjai) olyan
lengésjelenségek johetnek létre, mellyel a szokdsos fordulatszdamokon lzemelS hajtasoknal nem
talalkozunk.

Utdbbi id6k kutatdsai sordn figyelembe vették, hogy a fogrugd merevsége nem allandé. A kapcsolddas
soran ugyanis vagy egy fogpar, vagy két fogpdar kapcsolddik egymassal. Ez a periodikus jelenség
6nmagaban is gerjesztést jelent (Un. parametrikus gerjesztés), fliggetlenil attol, hogy van-e vagy nincs
kiilsé gerjesztés. A fogazat merevsége az dbran latotthoz hasonldan alakul:

c (8'1)pb c?
2¢ — —
c, A 5
A,
c, 1 7L \ T
; U T
t t
» Y »
Py X=r,,o,Z,t Py X=r,,m,z,t

A fogmerevség periodikusan valtakozik. Amennyiben id6 fliggvényként szeretnénk leirni a
fogmerevség valtozasat, annak frekvencidja w,=w:z1, mivel minden fog belépése a kapcsolddasba
Ujabb periddust indit (ez az w, fogfrekvencia)

Periodikus figgvényeket Fourier-sorukkal lehet megadni. Paros fliggvény esetén a Fourier-sor alakja:

c(t)=cot+cicos(m,;t)+ccos(2m,t)+....cncos (N 1) +.....

Itt co a flggvény kozépértéke (integralkdzepe: fliggvény alatti terlilet osztva a szélességgel), a ¢
egyutthatdék a felharmonikusok amplitidoi. Minél tobb tagot vesziink figyelembe, a fliggvény
kozelitése anndl pontosabb. Egyszerliség kedvéért a Fourier-sornak csak az elsé két tagjat vegyuk
figyelembe és helyettesitsiik a mozgdsegyenletbe:

1 1
AX +(c, +c¢, cos o)zt)(— + —ij =0
ml m2

A Mathieu -féle periodikus egylitthatds, nemlinedris differencidlegyenlet megoldasa bonyolult, neklink
elegend6 meghatdrozni a rendszer sajatfrekvencidit. A megoldas meglepé eredménye, hogy a
rendszernek nem csupdan egyetlen sajatfrekvencidja van, hanem végtelen sok. Az n-dik sajatfrekvencia
az o férezonancia-frekvencia dupldjanak (a szuperharmonikus frekvencianak) az n-ed része:

an=200/Nn



Ezeken a frekvencidkon még kilsé gerjesztés nélkil is -a belsé paraméterek (fogmerevség, csillapitas)
periodikus valtozasa miatt- megnd a rezgésamplitidd. Az amplitidd novekedés mértéke numerikus
szimuldciéval elég konnyen meghatarozhatd, értéke nagyban fligg a kapcsoldszamtdl, a rendszer
csillapitasatol (anyag belsé surlédasa, folyadékfilm csillapitasa a fogak kozott, surlddas a fogak kozott,
csapagy surlédas, légellenallas), a mindig meglévé foghézagtdl. Az eredmény pontossaga nagyban fligg
a fogmerevség valtozasat leird Fourier-sor figyelembe vett tagjainak szamatal.

Jellegre helyesen az dbra mutatja a rezonanciahelyeket és az A rezgésamplitudd egy lehetséges
eloszl3sat

4 szubharmonikus  fgrezonancia szuperharmonikus
A/AO rezonanciak rezonancia
1—
(DZ
L \ \ >
20,/3 o 20,
20,4

Példaul ha a fogrugé atlagos fogmerevsége co=10° N/m, a fogaskerekek tehetetlenségi nyomatékai
J1=0,0009 kgm? és J,=0,0144 kgm?, az alapkdr sugarak rp;=0,03 m és ry,=0,06 m, a hajté kerék
szogsebessége m;=1400 rad/s és fogszama z,=17, akkor a férezonancia korfrekvenciaja

C
o, = =35355 rad/s
m,m, /(m, +m,)

Tovabbi rezonanciak varhatdk a kovetkezé frekvenciakon: an=200/n=70710, 35355, 23570, 17677,
14142,.......(rad/s) .
A gerjesztés frekvencidja (a fogfrekvencia)

®,=®121=23800 rad/s.

Lathatd, hogy a gerjesztés frekvencidja szinte egybeesik az egyik szubharmonikus frekvenciaval, ahol
az abra szerint meglehetésen nagy rezgésnovekedés, (és zaj) lép fel. A kedvezbtlen hatdst
tobbféleképpen lehet elkerilni: gyors athaladas a rezonancia frekvencian, a sajatfrekvencia
elhangoldsa (témeg, merevség, fogszdm valtoztatdsa), a csillapitds novelése, nemlinearitas (pl.
foghézag) novelése. Ferde fogazat alkalmazasa is javitja a helyzetet, mivel ott a fogmerevség valtozasa
sokkal kisebb.

Frekvencia modulacio
A fogfrekvencia nem feltétlenil dllandd, hanem ingadozhat az atlagos w. carrier(vivs) frekvencia (pl. a
motor atlagos szogsebessége) koril mn modulacids frekvenciaval (példaul a tengely torzids rezgéseinek
a frekvenciaja). A jelenség bekovetkezhet példaul a kiegyensulyozatlan tomegek (forgattyus hajtémdi),
vagy az id6ben periodikusan ingadozd kiils6 terhelések kovetkeztében is. A jelenség a frekvencia
modulacio, mely a hiradastechnikabdl jél ismert (FM radié vétel). Az

(t)=sin(ot+Bsinomt)



eredd rezgés képe lathatd az alsé abran (=0,75 és =1,5 modulaciés index, valamint ®.=30 rad/s
vivéfrekvencia és mm=8 rad/s moduldcids frekvencia esetén (Matlab szimulacid). Nagyobb moduldcids
indexnél a frekvencia ingadozas (a s(rlis6dés és ritkulds) erGteljesebb.
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Frekvencia modulacié (FM) $=0,75 és B=1,5 modulacids index esetén.

A modulécids index nagysagatol figgben egy vagy tobb oldalsav jelenik meg az FFT (Fast Fourier
Transform) frekvencia-spektrumban. Elsé faju Bessel-fliggvényekkel kimutathatd, hogy nem csupan o
és om frekvenciaju rezgések keletkeznek, hanem (wc+m), (Oc-0m), (OA20m),(®2®m),.....frekvenciaju
és valtozatos amplitiddju rezgések is! A kialakuld rezgések spektrumai az dbrdn lathatok $=0,25 és 0,5
modulacids index esetén.

A 0,98
B=0,25
0,12 0,12
1 1
O, WO, (,\l) o toy,
c
A 0,94
B=0,5
0,24 0,24
0,03 I I 0,03
o, 020, 070, (*l)c oo, o F2m,

Oldalsavok a frekvencia spektrumban

Ha egy fogaskerékhajtds rezgés-, vagy zajviszonyain kell javitani, akkor a rezgés (zaj) spektrumat
frekvencia analizatorral lehet vizsgalni és a kiugréan magas amplituddk okozéjat azonositani. A miszer
a jel Fourier-transzformaltjat (FFT) szamitja, ami a felhaszndlé szamara megmutatja, hogy mekkora a
rezgésamplitidd az egyes frekvenciakon. Az el6bbiekben megismert frekvencia moduldcié jelensége
sajnos megneheziti a spektrum kiértékelését, mivel azon nem csupan a fogfrekvencidk, hanem sok
kombinacids (oldalsavi) frekvencia is megjelenik, bar azok amplituddja kisebb. Ezen kivil a



spektrumban torzids és hajlitdsi rezgések, csapdgyak okozta rezgések, stb. és azok kombinacids
frekvencidi is megjelennek. A spektrumban el6forduld fogfrekvencidk felismerését segiti a kovetkezd
megfontolas:

Vizsgaljuk egy kétfokozatu hajtémi fogfrekvencidit az dbra szerint!

Az dbra alapjan az o és m,; fogfrekvencidk egyszerlen szamithatok és a spektrumban azonosithatok.
Kiugréan nagy amplitiddé esetén annak a fogaskerékkapcsolatnak a hibdit kell els6sorban keresni
(profilhiba, osztashiba, tobbfogméret ingadozas, radidlis Utés, sorja, fogbelépés-foglenyesés nélkiil,
surlédé er6 irdnyvaltdsa a fépontban, stb.) A kdzépsé tengely rugalmassaga miatt itt is felléphetnek
tovabbi kombinacids frekvencidk.

lllusztrativ példa

Adott egy végtelen nagy tehetetlenségi nyomatékd, mmet=300 rad/s sz6gsebességgel forgd motor,
melyhez c;=1256 Nm/rad torzids rugémerevség( tengely csatlakozik. A tengely végén elhanyagolhaté
tomegd, z:=20 fogszamu fogaskerék van, mely z,=40 fogszamu fogaskerékkel kapcsolédik. A hajtott
fogaskerékhez mereven kapcsolédik egy J,=3 kgm? tehetetlenségi nyomatéku tércsa. Hatdrozzuk meg
azokat a frekvenciakat, ahol rezgések kialakuldsara szamithatunk. (kis frekvenciak, vagy ferde fogazat
esetén eltekinthetiink a parametrikus rezgésektél)

>, e

" “red

ElGszOr a tarcsat athelyezzik a tengely végére. Mint ismeretes, a tehetetlenségi nyomatékokat az
attétel négyzetével lehet redukalni masik tengelyre.

J 3
N :i—22:2—2:0.75 kgm?



A tengely d=20 mm 4tmér6jd, I=1 m hosszU, anyagénak cstsztatd rugalmassagi modulusza G=8-10%
N/mm?2. A tengely torzids rugdmerevsége

4
Dmg 100

LG 3 _ 6 ~
C, = = =1,256-10° Nmm/rad =1256 Nm/rad
I 1000

A tomegbdl és rugdbdl allé lengbrendszer torzids sajatfrekvenciaja (harmonikus rezgémozgas):

o= S @=40,9 rad/s
Jed \} 0,75

Ez az o, frekvencia modulalja az omoet frekvenciat (a hajté fogaskerék nem teljesen egyenletesen forog,
hanem szbgsebessége kissé ingadozik, mivel a hosszi tengely torzidés lengéseket végez). Ha
excentricitds és/vagy kiegyensulyozatlansag is van, akkor ezek a frekvencidk is megjelennek a
spektrumban. Mivel minden fogbelépés gerjesztésként hat, ezen frekvencidk zi-szerese (mint
fogfrekvencia) is megjelenik a spektrumban. A modulacids index értékét nem ismerjik (nem tudjuk a
tengely lengésamplitudojat), de értékétdl fuggben oldalsavok is megjelenhetnek. Tovabba, mivel a
hajtott kerék fele akkora fordulatszammal forog, mint a hajto kerék, ennek frekvencidi is jelen lehetnek
a spektrumban. Mint a példa mutatja, még ilyen egyszer( esetben is sok frekvenciat tartalmaz az FFT
spektrum.

6000
41 300 820 5180 6820

Nyomatékosszegz6

Hibrid hajtasnal a bels6égés(i motor és a villanymotor nyomatékat 6sszegezni kell, ha a menetdinamika
azt igényli. Szamos megoldas kozil az egyszer( fogaskerék attétellel megvaldsitott nyomatékdsszegzét
mutatjuk be. Az dbran megrajzoltuk a fogaskerekek free-body diagramjait. A fogerének csak az érinté
irdnyu komponensét abrazoltuk.

z

1
M=M,+M,z,/z,

—~M;
N

Belsoégési
motor

F=M,/r,

Villamos
motor

Amennyiben a fogaskerekek fogszama megegyezik (z1=z;), a két motor nyomatéka egyszer(ien
Osszeadodik (M=Mi1+M;), mikdézben a motorok fordulatszdma azonos. Ha a villanymotor kis
fordulatszamon kifejtett nagyobb nyomatékat szeretnénk kihasznalni, akkor z,>z; valasztas kedvezébb
lehet, ugyanakkor a villanymotor nyomatékabdl csak M,z;1/z; jut a kimenetre.
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